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Analisis no parameétrico de los datos

1 Introduccioén

En ocasiones puede resultar ventajoso, o incluso necesario, comenzar el analisis de
las observaciones con métodos analiticos y graficos que no requieran de grandes
supuestos previos sobre el modelo. Tales métodos no paramétricos permiten
interpretar los datos obtenidos sin la distorsion que podria causar la eleccion de un
modelo subyacente no demasiado acertado. En algunos casos, estos métodos no
paramétricos seran suficientes para realizar el analisis de los datos. En otras
ocasiones, sin embargo, supondran un paso intermedio hacia un modelo mas
estructurado (paramétrico) que permita profundizar mas en el analisis de las

observaciones.

En este tema se presentaran algunas técnicas no paramétricas que permitiran

estimar la funcion de distribucion F(t) (o, alternativamente, la funcién de
supervivencia R(t) =1-F(t)) asociada a las observaciones. La técnica concreta a

usar en cada caso dependera del tipo de observaciones de que se disponga

(completas o censuradas).

2 Estimacion de la fiabilidad en el caso de obs. completas

2.1 Estimaciéon puntual

El primer paso serd introducir el estimador MV para la funcién de distribucion (o,
alternativamente, para la funcidon de fiabilidad) de la variable que representa los

tiempos de fallo del dispositivo:
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Funcién de distribucién empirica lf(t) (obs. completas)

Sea T la variable aleatoria que representa el tiempo de fallo de un determinado

dispositivo. Dada una muestra ordenada de observaciones completas,

t <t, <..<t, , se define la funcién de distribucién empiricade T, F(t), como:

0 O<t<t

Fi)=11 t<t<t, i=12..n-1
n
1 t,<t<oo

Observaciones: Funcion de distribucion empirica If(t)

If(t) representa la fraccion de dispositivos que han fallado antes del

instante t

e Se puede probar que lf(t) es el estimador MV de F(t), la funcion de
distribucion real de T

e Obtenido If(t) resulta inmediato obtener el estimador MV para R(t):
R(t) =1-F(t)

e Es usual representar graficamente R(t) mediante una funcién escalonada

Ejemplo 1: Estimacion MV para R(t) (observaciones completas)

Se inicia un test de vida sobre diez dispositivos idénticos, obteniéndose los
siguientes tiempos de fallo: 89, 132, 202, 263, 321, 362, 421, 473, 575 y 663. Se

desea obtener el estimador no paramétrico para R(t) cuando t= 350 horas.

Usando la expresion de la funcién de distribucién empirica, y puesto que en este
caso N=10 y hay s6lo 5 observaciones cuyo tiempo de fallo sea inferior a 350

horas, se tiene que:
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£(350)=—=0.5 y, por tanto, R(350)=1-F(350)=0.5
10

2.2 Estimacioén por intervalos

En cierto sentido, F(t) se puede interpretar como la probabilidad de éxito, p, en

una prueba de Bernoulli. Al analizar una muestra formada por N dispositivos
idénticos, se puede considerar que la variable ' = “ndmero de dispositivos que han

fallado antes del instante t” se distribuye segun una binomial de parametros p y

n,conloque: E[r]=n-p=n-F(t) y Var[r]=n-p-(1—p)=n-F(t)-(1-F()).

Conforme aumenta el tamafio muestral, n, la distribucién binomial que sigue r

tiende a comportarse como una distribucion normal de media u=n-F(t) y
varianza o’ :n-F(t)-(l—F(t)) (puesto que F(t) es desconocido, en la practica
usaremos [~ n-lf(t) y o’ zn-lf(t)-(l—lf(t))). Este hecho se puede utilizar para

obtener un intervalo de confianza aproximado, a un nivel de confianza de 1-«,

para p=F(t):

Intervalo de confianza para F(t) (obs. completas)

Sea T la variable aleatoria que representa el tiempo de fallo de un determinado

dispositivo. Dada una muestra ordenada de observaciones completas,

t <t, <..<t , unintervalo de confianza a nivel 1—a para F(t) viene dado por:

Fo-z ., -\/F(t)'(ln_ "0) £y, : .\/F(t)'(l_ i

2 2 n

donde Z, representa el percentil de orden P en una distribucién normal tipificada.
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Ejemplo 2: Estimacion por intervalos para R(t) (observaciones completas)

Usando las diez observaciones del ejemplo 1, se desea hallar un intervalo de

confianza, a un nivel del 95%, para R(t) cuando t= 350 horas.

Como ya vimos en el ejemplo 1, |£(350) =0.5. Por tanto, un intervalo de confianza

aproximado para F(350), a un nivel de confianza del 95%, vendra dado por:

0.5-(1-0.5) 0.5-(1-05) |
0.5-1.96+| = ——,05+196-\|—— —— | i.e.: (01900, 0.6099)

Asi que un intervalo aproximado para R(350), a un nivel de confianza del 95%,

vendra dado por:

(0.3901, 0.8100)

3 Estimacion de la fiabilidad en el caso de obs. censuradas

Los métodos de estimacion puntual y por intervalos considerados en el apartado
anterior para el caso de observaciones completas no son, en general, aplicables
para el caso de datos con censura. Para este tipo de muestras, resulta necesario
recurrir a otros métodos mas sofisticados como, p.e., el llamado estimador de
Kaplan-Meier o estimador producto-limite, que resulta ser el estimador MV de la

funcion de supervivencia R(t).

3.1 Estimacién puntual

Estimador Kaplan-Meier o producto-limite para R(t) (obs. con censura)

Sea T la variable aleatoria que representa el tiempo de fallo de un determinado
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dispositivo. Se considera una muestra formada por h dispositivos, de los cuales

sélo se observan K tiempos de fallo distintos: t, <t, <...<t,. Sea N, el nimero de
dispositivos bajo observacion justo antes del instante t y di el nimero de
dispositivos que fallan justo en el instante t,. Se define el estimador de Kaplan-

Meier o estimador producto-limite para la funciéon de supervivencia de T, R(t)
como:

R =] -4

i
jity<t nj

Observaciones: estimador Kaplan-Meier

R(t) representa la fraccion de dispositivos que han sobrevivido al instante t

Se puede probar que Ii(t) es el estimador MV de R(t)

Obtenido F\A’(t), resulta inmediato obtener el estimador MV para F(t):

F(t)=1-R(t)

Es usual representar graficamente R(t) mediante una funcion escalonada

Ejemplo 3: Estimacion MV para R(t) (censura mdltiple)

Se inicia un test de vida sobre veintiin dispositivos idénticos, obteniéndose los
siguientes tiempos de fallo y tiempos de censura (estos ultimos, marcados con un
asterisco): 6, 6, 6, 6*, 7, 9*, 10, 10*, 11*, 13, 16, 17*, 19*, 20*, 22, 23, 25%*,

32*, 32*, 34*, 35*. Se desea obtener el estimador Kaplan-Meier para R(t).

En este caso tenemos k= 7 tiempos de fallo distintos y 12 observaciones

censuradas. Construimos la siguiente tabla para calcular el estimador K-P:

| [ti ’ti+1) n, di di Ii(t)
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0 [0, 6) 21 - - 1

1 6, 7) 21 3 0.8571 0.8571
2 [7, 10) 17 1 0.9412 0.8067
3 [10, 13) 15 1 0.9333 0.7529
4 [13, 16) 12 1 0.9167 0.6902
5 [16, 22) 11 1 0.9091 0.6275
6 [22, 23) 7 1 0.8571 0.5378
7 [23, inf.) 6 1 0.8333 0.4482

La gréfica siguiente muestra como seria la representacion grafica de R(t) :

FIt)
&

0.5 —

Conviene notar la forma escalonada de la funcién R(t) (la funciéon da un salto cada

vez que se llega a un nuevo tiempo de fallo, permaneciendo constante entre un

tiempo de fallo y el instante previo al siguiente).

Ejemplo 4: Estimacion MV para F(t) (censura mdaltiple)

Se inicia un test de vida sobre dieciséis dispositivos idénticos, obteniéndose los
siguientes tiempos de fallo y tiempos de censura (marcados con un asterisco):
31.7, 39.2, 57.2, 65.0*%, 65.8, 70, 75*, 75.2*, 87.5*, 88.3*, 94.2*, 101.7*, 105.8,
109.2*, 110, 130*. Se desea obtener el estimador Kaplan-Meier para F(t).
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En este caso tenemos k= 7 tiempos de fallo distintos y 9 observaciones

censuradas. Construimos la siguiente tabla para calcular el estimador K-P:

I [tl lti+1) ni di 1_& R(t) F (t)
ni
[0, 31.7) 16 - - 1 0
[31.7, 39.2) 16 0.9375 0.9375 0.0625
[39.2,57.2) 15 0.9333 0.8750 0.1250
[57.2, 65.8) 14 0.9286 0.8125 0.1875

[70, 105.8) 11 0.9091 0.6771 0.3229
[105.8, 110) 4 0.7500 0.5078 0.4922
[110, inf.) 2 0.5000 0.2539 0.7461

N0~ WINIFL O

1
1
1
[65.8, 70) 12 1 0.9167 0.7448 0.2552
1
1
1

3.2 Estimacién por intervalos

Usando un razonamiento analogo al realizado para el caso de observaciones

completas, y utilizando un resultado conocido como Férmula de Greenwood (que

proporciona el estimador MV para la varianza de R(t)), es posible obtener la
expresion de un intervalo de confianza aproximado para R(t) (o, alternativamente,

F(t)). Los detalles técnicos de la construccion de dicho intervalo quedan, sin

embargo, fuera de los objetivos del presente tema, por lo que en la practica

utilizaremos software estadistico para obtenerlo.

4 Analisis no paramétrico con MINITAB

Para realizar un analisis no paramétrico de los datos es posible utilizar las opciones
que ofrece MINITAB a tal efecto (Reliability/Survival > Distribution Analysis >
Nonparametric Distribution Analysis...). Estas opciones incluyen varios

estimadores puntuales y por intervalos, entre los que se incluye el de Kaplan-Meier.
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Al realizar un analisis no paramétrico de los datos, se le deben indicar al programa
los inputs siguientes:
e Columna que contiene las observaciones
e Tipo de censura: a derecha o arbitraria (de cualquier tipo)
e Método estadistico (Kaplan-Meier o Actuarial) que se desea emplear para
realizar las estimaciones de la funcién de fiabilidad
e Nivel de confianza para la estimacion, por intervalos, de la funciéon de
fiabilidad

e Otros inputs opcionales (graficos de supervivencia, etc.)

Por su parte, el programa ofrece los outputs siguientes:
e Informacién sobre las observaciones (niumero de observaciones completas y
censuradas y tipo de censura)
e Estimaciones, puntuales y por intervalos para la funcién de fiabilidad

e Opcionalmente, los graficos solicitados

Ejemplo 5: Analisis no paramétrico con MINITAB (obs. con censura a derecha)

Continuando con el ejemplo de la compafia que fabrica cubiertas para motores,
introducido en el capitulo 3 y analizado con técnicas parameétricas en el 4, vamos a

realizar ahora el analisis no paramétrico de los datos con ayuda de MINITAB.

En primer lugar, puesto que se trata de observaciones censuradas a derecha,
elegimos la opcion Reliability/Survival = Distribution Analisis (Right
Censoring) = Nonparametric Distribution Analysis... y especificamos las
columnas que contienen los datos (tiempos de fallo observados para ambos grupos

y calificadores de censura respectivos):
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Monparametric Distribution Analysis-Right Censoring 5[
C1 TiempB0 Variables: CEensor... |
cz Comp80

3 Tiempl0O Tiempdl TiemplOO ;I FMod

c4 Compl0n oce. .. |

Ll Estimate... |
Graphs... |

] |
Results...

=l Storage... |

Frequency columns [optional):

[” By variable:

o |
Help | Cancel |

Monparametric Distribution Analysis - Censor 5[
C1 Tiempll Censoring Options
C2 Compg0 U . | ;
3 TiemplOD se censoring columns:
cd Conpl00 Comp80 Compl00 =]

Censoring value: |

" Time censor at: |
i Failure censor at: |

Select |

Help | oK Cancel

A continuacion, especificamos el método de estimacion que deseamos utilizar
(Kaplan-Meier en este caso) y el nivel de confianza para la estimacién por

intervalos (usaremos un nivel del 95%):
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MNonparametric Distribution Analysis - Estimate 5'

Estimation Method
* Kaplan-Meier

" Actuarial
Specify time intervals as:
= 0to | by |

£ Enter endpoints of intervals:

Confidence level: 95,0

Confidence intervals: ITwu—sidt:d j

Select |

Help | oK Cancel

Finalmente, optaremos también por solicitar tres graficos, el de la funcidon de
supervivencia, el de la funcién de distribucion (que sera el inverso del anterior) y el

de la funcién tasa de fallo:

Monparametric Distribution Analysis - Graphs ﬂ

¥ Survival plot

¥ Cumulative failure plot
[ Display confidence intervals on plot

¥ Hazard plot

Show different variables or by levels: Iﬂverlaid on the same graph j
Minimum X scale: |IZI Maximum X scale: |
X axis label: |

Help | OK I Cancel |

El programa ofrece un output para cada una de las variables consideradas (tiempo
de fallo de los cubiertas a 80°C y tiempo de fallo de las cubiertas a 100°C). A
continuacién, analizaremos la informacién que se nos ofrece sobre las cubiertas a
80°C (la informacién que se ofrece sobre las cubiertas a 100°C se puede analizar

de forma anéaloga):
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En primer lugar, el programa proporciona el niUmero de observaciones completas y
censuradas, el valor que indica la existencia de censura (ésta viene indicada por un
valor 0 en la columna Comp80), y algunos estadisticos descriptivos de la variable

(tiempo medio hasta el fallo, mediana, etc.):

i0i %]

Distribution Analysis: Tiemp80

m

Wariahle: Tiemps0o
Cenzsoring Information Count
Thcensored value 37

Eight censored walue 13

Censoring walue: Comp30 = 0

HNonparametric Estimates

Characteristics of Variable

Standard 95,0% Normal CI
Mean (MTTF) Error Lower Tpper
55,7 2,20686 51,3746 60,0254

HMedian = 55
IR = * (0l = 483 (03 = *

N vl 2

De los resultados se concluye que la mediana de la variable “tiempo de fallo” es,
para una temperatura de 80° C, de 55 meses (i.e., el 50% de los dispositivos
habran fallado tras 55 meses de funcionamiento a 80°C). Mirando el output
respectivo para la variable Tiemp100, se observa que, a 100°C, dicho tiempo es de
38 meses, lo que permite afirmar que el incremento de temperatura conlleva una

disminucién del tiempo mediano hasta el fallo de, aproximadamente, 17 meses.

En la siguiente parte del output, el programa ofrece la tabla de estimadores Kaplan-
Meier, la cual incluye tanto estimaciones puntuales como por intervalo para la
funcion de fiabilidad en distintos intervalos temporales. En la tabla se detallan, para

cada intervalo temporal, el nimero de dispositivos en observacién y el nUmero de
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dispositivos que han fallado. De esta tabla se deduce, por ejemplo, que a 80° C un
90% de las cubiertas seguiran funcionando correctamente tras 31 meses (mirando

la tabla correspondiente para el caso en que la temperatura es de 100°C, se

observa que dicho porcentaje de cubiertas sélo sobrevivirian unos 14 meses).

Eaplan-Meier Estimates

Time
23
24
a7
3l
34
35
37
40
41
45
45
48
49
50
51
52
53
54
L&
L&
L&
59
&
Gl
G2
G4
1
&7
74

<] |

umher
at
Rizk
50
449
48
45
45
44
43
4z
41
4an
a9
a8
35
34
33
29
28
27
26
25
24
2z
21
20
19
15
17
1&
13

umher
Failed

[

FMNMHFHFRHRHRRREFEFRRRRBRRWOFRFRFRRRRRRRRF

Surviwval
Probability
0,930000
0,250000
0,9z20000
0,900000
0,830000
0,860000
0,540000
0,820000
0,500000
0,780000
0,760000
0,700000
0,&630000
0,6a0000
0,530000
0,560000
0, 540000
0,5z0000
0, 500000
0,480000
0,440000
0,420000
0, 400000
0,380000
0,360000
0,340000
0,320000
0,280000
0,258462

=10l =]

Standard
Error
0,0197990
0,0277125
0,0383667
0,0424264
0,0459565
0,0490714
0,0518459
0,0543323
0,05656585
0,05a5833
0,06039387
0,0643074
0,0859597
0,0669925
0,0697997
0,0701997
0,0704540
0,0706541
o,0707107
0,0706541
o,0701997
0,0697997
0,06925820
0,0656440
0,06785823
0,0669925
0,0659697
0,0634930
0,0621592

95,0% Normal CI

Lower
0,941195
0,905654
0,844303
0,816846
0,789927
0,7635822
0,7353584
0,713511
0,689128
n,6651719
0,641621
0,572980
0,550702
0,528697
0,443195
0,422411
0,401854
n,3a815z21
0,361410
0,341521
0,30z2411
0,283195
0,2e4210
0,245460
0,226953
0,208697
0,190702
0,155546
0,136632

Tpper
1,00000
1,00000
0,995z20
0,98315
0,97007
0,95615
0,9416z2
0,92649
o,21087
0,80482
0,87a38
0,82702
0,20930
0,79130
0,71680
0,69759
O,6751l5
0,65345
0,63859
0,61848
0,57759
0,55680
0,53579
0,51454
0,49305
0,47130
0,44930
0,40445
0,350z9

=

-

M

Finalmente, MINITAB realiza dos contrastes de hipoétesis (Log-Rank y Wilcoxon)

para contrastar la hipoétesis nula de que ambas muestras (Tiemp80 y Tiempl00)

son iguales:
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=101 >

Distribution Analysis: TiempBO; Tiemp100

Comparison of Surviwval Curves

Test Statistics

HMethod Chi-3quare DF P-Value
Log-Rank 7,7152 1 0,005
Wilcoxon 13,1326 1 0,000

<] |

M

En el output anterior se obtiene un p-valor significativo, tanto para el test Log-Rank

como para el test de Wilcoxon (considerando « = 0,05), por lo que se confirma la

existencia de diferencias significativas entre los tiempos de fallo a 80°C y a 100°C.

Finalmente, obtenemos los graficos solicitados, que permiten comparar visualmente

el comportamiento de los dos grupos considerados (cubiertas a 80°C y cubiertas a

100°C):
Nonparametric Survival Plot for Tiemp80; Tiemp100
Kaplan-Meier Method
Censoring Column in Comp80; Compl00
100 ,
Variable
9Q | Tiemp80
———- Tiempl00
80 - Table of Statistics
Mean Median [QR

704 55,7000 55
'E 41,6563 3B 30
g 604
o
& 504

40 -

30

204

0 20 40 60 80
Data
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Nonparametric Hazard Plot for Tiemp80; Tiemp100
Empirical Hazard Function
Censoring Column in Comp80; Compl00

0,20 .
Variable
TiempS0

———- Tiemp100

0,15+ I Table of Statistics

! ! Mean Median IQR
| 55,7000 S
! 41,6563 38 30

0,10

Rate

0,05

0,00

En todos los graficos se puede observar claramente como el factor temperatura
afecta significativamente al tiempo de vida de las cubiertas (por ejemplo, mirando
el grafico de supervivencia se observa que la funcién de supervivencia desciende

mas rapidamente en el caso de las cubiertas a 100°C que en el caso de las

cubiertas a 80°C).
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