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T4 — 4.2: Variables Aleatories & EPSEB

= Una variable aleatoria (v.a.) és tota aplicacio X: Q - IR que
assigna un nombre real a cada esdeveniment elemental

= Si X(Q) és numerable es diu que X és discreta. Si X(Q) es
no numerable es diu que X és continua

= Exemple v.a. discreta (llancament de 3 monedes):
= X =*nombre de cares”
= () ={ccc, cc+, c+c, +CC, ct+, +C+, ++C, +++}
= X(Q)={0, 1, 2, 3}
= Exemple v.a. continua (llancament de dard a diana):
= X =*“distancia del dard al centre de la diana”
= X(Q)=[0,L) (L =radide ladiana)

(Continua)
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T4 — 4.2: Variables Aleatories & EPSEB

= La funcio de probabilitat (f.p.) associada a una v.a. discreta,
X, és I'aplicacio f: X(Q) = [0, 1] tal que f(x) = P(X = x))
= Exemple (llancament de 3 monedes):

= X =“nombre de cares”

= O ={ccc, cct, c+c, +cC, C++, +C+, ++C, +++}

. X(Q) — {O, 1, 2, 3} fix)
= f(0) = P(X = 0) = 1/8 o5 ous
0,3
f(1) = P(X = 1) = 3/8 -
f(2) = P(X = 2) = 3/8 I | |
f(3) = P(X = 3) = 1/8 D

= QObservacio: la suma de tots els valors que pren la f.p. ha de
serl,ie.: 2f(x)=1

(Continua)
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= La funcio de distribucio (f.d.) associada a una v.a. discreta,
X, és I'aplicacio F: X(Q) = [0, 1] tal que F(x;) = P(X <= x))
= Exemple (llancament de 3 monedes):
= X =*nombre de cares”
= () ={ccc, cc+, ctc, +cc, c++, +C+, ++C, +++}
= X(Q)={0, 1, 2, 3} o
= F(0)=P(X<=0)=1/8 : "

U8TS

0,8
F(l) = P(X <= 1) =1/8+ 3/8=1/2 0,6 85

04
F(2)=P(X<=2)=...=7/8 02 "r‘.“ I
F(3)=P(X<=3)=1 e e 5T

= QObservacio: la f.d. €és monotona creixent (deOa l) i
esglaonada
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T4 — 4.3: Caracteristiques v.a. discretes

= Esperanca o mitjiana d’'una v.a. X: E[X]=px=> x F(x)
= Variancia duna v.a. X: Var[X]=0® = E[ X* |- (E[X])’
= Desviacio tipus d'unav.a. X: = wo?

= Exemple (lancament de 3 monedes):

= X =*nombre de cares”; X(Q2) ={0, 1, 2, 3}
f(0) =f(3) = 1/8 f(1) = f(2) = 3/8
E[X] = Z(x,* f(x)) = 0*1/8 + 1*3/8 + 2*3/8 + 3*1/8 =3/2=1.5
E[X?] = £(x2* f(x)) = 02*1/8 + 12*3/8 + 22*3/8 + 32*1/8 = 3
Var[X]=3-1.52=0.75 > 0 = 0.866

= QObservacio: quan mes petita sigui o, tant més concentrats al
voltant de E[X] estaran els valors x;

(Continua)
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= Teorema de Txebyshev: “és molt poc probable trobar
dades que estiguin molt allunyades de la mitjana; tant

menys probable quan més ens allunyem d’aquesta
mitjana” o
Sigui k un enter, llavors:

P(u-kor< X s,u+km7)21—k—12

f(xi)

||‘
N

u-ko u+ko
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T4 — 4.4: Distribucio binomial & EPSEB

= Experiencia Bernoulli: experiment aleatori amb 2 possibles
resultats, exit o fracas (1/0, blanc/negre, ...), amb
probabilitat d’exit constant p 2> X ~ Be(p)

= Si es realitzen n experiencies Bernoulli > X seqguira una
distribucio binomial, i.e.: X ~ Bi(n, p)

= Si X ~ Bi(n, p) i k=nombre d’exits en les n proves, llavors:

P(X =k) = @ P ~(1-p)""

e - = | =11 =
(kj_k!(n—k)! nl=n(n-1)Ll.0 O'=1=1

= Si X~ Bi(n, p) > E[X]=nlp Var[X]=nlp{1-p)

(Continua)
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Ejemplo 5: Distribucion binomial.

Queremos estudiar la probabilidad de que, al lanzar 5 veces un dado, se obtenga
exactamente tres veces 1 punto. La experiencia de Bernoulli consiste en observar si
aparece "1” o no al lanzar el dado. Por tanto si A="se ha obtenido 1 al lanzar el
dado”, p(A)=1/6=p. Como que realizamos la experiencia de Bernoulli 5 veces es
n=5. La variable aleatoria X="n? de wveces gue obtenemos 1" sigue pues una

distribucion binomial B(5,1/6) y, por tanto,

sl 23 on

(Continua)
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b(10,0.1) 5(10,0.3)
0.4
g% 0.20
D:‘I 0.10
0.0 — 0.0
01234567 8 910 01234567 8 910
b(10,0.5) b(10,0.7)
0.20 0.20
0.10 0.10
0.0 0.0
D123 456 7 8910 D123 456 7 8 910
5(10,0.9) 6(10,0.99)
0.4 08
0.3 '
Ml .lll - _I
0.1
0.0 - 0.0

01234567 8 910 01234567 8 910
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= Experiencia de Poisson: experiment aleatori consistent en
enregistrar el moment en que es dona un esdeveniment
puntual | independent en un interval continu de temps (p.e.:
arribada d’un cotxe a un peatge, arribada d’'una peticio a un
servidor web, aparicio d'una fallida en una estructura, ...)

= En una experiencia de Poisson, si anomenem X = “nombre
d’ocurrencies en un interval determinat”, aquesta v.a.
segueix una distribucio de Poisson de parametre A, on A és
la mitjana d’ocurrencies per unitat de temps, i.e.: X ~ Po(A)
(p.e.. nombre de cotxes que arriben al llarg de 3 hores,
nombre de clients que arriben al llarg d’'un mati, ...)

= Si X~ Po(A) i k és un natural, llavors:

P(X =k)=e" E[X]=Var[X]=4

(Continua)
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T4 — 4.5: Distribucio de Poisson & EPSEB

Ejemplo 6: Una experiencia de Poisson.

Una persona hace 4 errores por pagina, de media, al mecanografiar un texto. éCual

es la probabilidad de que en la proxima pagina haga
a) 4 o mas errores?

Sea la variable aleatoria X ="numero de errores al mecanografiar una pagina”. Su
distribucion de probabilidad vendra dada por una distribuciéon de Poisson de

parametro A = 4.

Calculemos P(X=>3):

PX>3)=1-P(X <) =1-[P(X =0)+P(X =1) + P(X = 2)+ P(X = 3)] =

1 2 3

0
44 a4 44 a4 _
l—|:e L I g 4—}:1—3 4(1+4+S+ﬁy}=ﬂ,5665

o 1 21 3 6

b) ningun error?

PX=0)=e o € =0.0183 (Continua)
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= Aproximacio d’'una binomial per una Poisson:

Sin—> o i p=>0,llavors: Bi(n, p) = Po(n*p)

0.25+ _
0.204 1 [
| b(10,1/2)
0.154 . ||
0.25+
0.104 —
- - 0.20 —
Ols501 = |
’ b(20, 1/4
0.05 " )
0.154 | ||
123 45678 91W01112131415 |
0,25
Foigson, A=25
e 020
1234586 7 8 910111213 1415 0151 — b(50, 1/10)
0.104
0.054
J:l: FPoitsson, A=15
=

12 3 465 6 7 8 910111213 1415



