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INTRODUCCION

La aplicacion mas importante del calculo de limites es la determinacién de la continuidad de una
funcién en un punto. Saber calcular limites permite determinar si una funcién es continua en un
punto, es decir si al trazar dicha curva vamos a tener que levantar el lapiz del papel, llegando en
ocasiones a tender a desplazarlo hacia el infinito, o si el transcurrir del lapiz encima de la curva de
la funcidn va a ser continuado, sin interrupciones finitas o infinitas, es decir continuo.

Ademas de saber averiguar si una funcion es continua en un punto, es conveniente ser capaz de
determinar rapidamente en qué puntos de su dominio, la funcidon presenta posibles
discontinuidades. Estos puntos deben ser examinados individualmente persiguiendo la
determinacion del tipo de discontinuidad. Si la discontinuidad es evitable, podremos definir una
nueva funciéon que no poseera esta discontinuidad y, por lo tanto, sera continua en dicho entorno
o en toda la recta real si éste fuera el Unico punto de posible discontinuidad. Por el contrario, si la
discontinuidad implica un salto finito o infinito de la funcién o la imposibilidad de efectuar el calculo
del limite, entonces, se trata de una discontinuidad no evitable. Por consiguiente en dicho punto,
la funcion no tendra derivada, por ejemplo.

La inestimable ayuda de Mathcad nos va a permitir comprobar la posicién y tipo de
discontinuidades que presenta una funcion a partir de su representacion grafica.

OBJETIVOS DOCENTES

Introducir el concepto de continuidad a partir del célculo de los limites laterales y del célculo del
valor de la funcién en dicho punto.

Compaginar el estudio analitico de la continuidad de una funcién en un punto y en todo su
dominio con la comprobacion de dichos resultados mediante la representacion grafica con el
Mathcad.

Adquirir destreza en averiguar las posibles discontinuidades a partir de la expresién analitica de la
funcion y de su representacion grafica con Mathcad.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Puesto que la continuidad de una funcién real de variable real es una propiedad que emana del
concepto y calculo de limites de funciones reales, es imprescindible —previamente a la lectura de
este Mathblock— el haber realizado un estudio detallado de los siguientes temas:

Funciones reales de variable real.
Limites de funciones.

Asimismo también es muy aconsejable que se tenga un conocimiento minimo del programa Mathcad,
que incluya como calcular limites de funciones.

Por lo tanto, recomendamos que trabajéis los Mathblocks: “Uso basico del Mathcad en Analisis (l):

célculo simbdlico y analitico”,

Funciones de una variable” y “Limites de funciones”, antes de empezar

con éste. Después de haber trabajado este Mathblock podéis abordar el de “Derivacion®.
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES

e Continuidad de una funcién en un punto

Decimos que una funcién es continua en un punto x, cuando en dicho punto podemos asegurar
que:

1. la funcién esta definida en x,, es decir, f(x,) existe

2. los limites laterales lim f(x) y lim f(x) existen (se pueden calcular y son finitos!)
X=X

X=X,

y son iguales, lo que equivale a afirmar que existe el limite de la funcion en dicho punto:

lim £(x) = lim f(x) = lim f(x) .

X=X

coincide el limite de la funcién en el punto con su valor en dicho punto, es decir:

lim /() = £(x,).

¢ Discontinuidades: Clasificacion
Existe una discontinuidad en x = x, cuando alguno de los tres puntos anteriores no se satisface.

Clasificamos las discontinuidades en dos grandes grupos, a saber: evitables y no evitables.

Discontinuidad evitable en un punto y extensiéon continua de la funcién en dicho punto

En las discontinuidades evitables, el limite lim f(x) existe (es decir, lim f(x) y lim f(x) son
XX

X=X, X—>Xg

numeros reales —finitos— y coinciden), pero f(x,) no existe en R (alguno de sus limites laterales en
X, tiende a infinito o no se puede calcular). También hablamos de discontinuidad evitable cuando

f(xo) existe en R pero su valor difiere del limite. La discontinuidad es evitable porque basta con
redefinir la funcién asignando a la funcién en dicho punto, el valor del limite:

J(x)

fr(x)= lim £ (x) cuando Xx#Xx, y X=X,, respectivamente.

X—>Xg

Discontinuidad evitable en un punto y extensiéon continua de la funcion en dicho punto

Las discontinuidades no evitables aparecen cuando es imposible obtener el limite de la funcién en
el punto. Esto sucede o bien porque los limites laterales, a pesar de ser ambos finitos no coinciden
(discontinuidad no evitable de primera especie o de salto finito1) 0 porque uno de los dos limites
laterales, o0 ambos limites, divergen (son infinitos) (discontinuidad no evitable de segunda especie,

! A menudo nos referimos a este tipo de discontinuidades como discontinuidades de salto.
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de salto infinitoz) 0 porque no se pueden calcular (discontinuidad no evitable de segunda especie
cuyo limite no se puede calcular).

e Continuidad de una funcion en todo su dominio

Una funcién es continua en todo su dominio cuando lo es en cada punto del dominio. Para ilustrar lo
que acabamos de decir, analizamos la continuidad de una funcién racional en todo R. Una funcién
polinémica racional es continua en todos los puntos de la recta real excepto en aquellos en los que su

denominador se anula. Si el denominador se anula y el numerador no lo hace en un punto x,, la
funcion presenta en x,, una discontinuidad no evitable de segunda especie de tipo asintético. Se
dice también que la recta vertical de ecuacion x = x, es una asintota vertical para la funcion. No

obstante, si el numerador también se anula en x = x,, habra que simplificar los factores (x —x,) y

redefinir la funcién. Entonces si obtenemos un denominador que no se anula, decimos que la
discontinuidad es evitable.

e Determinacién de puntos de discontinuidad
La busqueda practica de puntos de discontinuidad, para una funcién cuya grafica desconocemos,
consiste —en primer lugar— en determinar si existen puntos de la recta real donde ocurren, entre
otras, las siguientes situaciones:

a. La funcién no esta definida

b. La funcién esta definida de forma diferente para valores superiores e inferiores al
punto

c. Lafuncion diverge al anularse su denominador

d. La funcién no puede calcularse al convertirse en negativo el argumento de una raiz
de indice par

e. La funcién diverge al anularse el argumento de un logaritmo
f. La funciéon no puede calcularse por tender a infinito el argumento de una funcion

trigonométrica

En cada punto susceptible de presentar una discontinuidad de la funcién, procederemos a evaluarla,
calcular sus limites laterales en aquel punto y averiguar el tipo de discontinuidad si la hubiese a partir
de las definiciones dadas anteriormente.

Mathcad nos proporciona una inestimable ayuda para comprobar las discontinuidades y, por supuesto
también, para encontrarlas con solamente representar la funcion.

CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

o Ejemplos de los distintos tipos de discontinuidades utilizando Mathcad para el
calculo de los limites

* También nos llamamos este tipo de discontinuidades de salto infinito discontinuidades con asintota
vertical.
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Discontinuidad evitable y extensiéon continua de la funcion

6

2

x -1

Estudiemos la discontinuidad que presenta la funciéon y =———— en x =4.
Vx =2

¢ Cuanto vale la funciénen x =47

No esta definida en dicho punto puesto que ambos, el numerador y el denominador, se anulan.

¢ Cuanto valen los limites laterales para x — 4 ?

Con la ayuda de Mathcad calculamos:
X2 - 16
el limite lateral por la izquierda: lim — 32
x> 47 \yx-2
x2 - 16
el limite laterial por la derecha: lim + —32
x> 4 \/;( -2
y al ser iguales, el limite existe y tiene el 2 _ 16
valor de los dos limites laterales: lim — 32
x— 4 VXx-2

Esta funcion presenta una discontinuidad evitable en x = 4. Por lo tanto, podemos definir una nueva
funcion, extensién continua de la primera o funcion extendida, de la siguiente manera:

x> —16
fr(x)={Jx-2 cuando x#4 y x=4, respectivamente.
32

Discontinuidad no evitable de primera especie (o de salto finito)

. . N ., X
Estudiemos la discontinuidad que presenta la funcién y = H en x=0.
X
¢ Cuanto vale la funciénen x =07?

No esta definida en dicho punto puesto que ambos, el numerador y el denominador, se anulan.

¢ Cuanto valen los limites laterales para x — 0?
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Con la ayuda de Mathcad calculamos:

el limite lateral por la izquierda:

el limite laterial por la derecha:

y al no coincidir, el limite no existe como
Mathcad afirma:

lim  — 51
x— 0~ |
lim  — 1
x— 0T |X|

X
lim — — undefined
x— 0 x|

Esta funcion presenta una discontinuidad no evitable en x = 0.

Discontinuidad no evitable de segunda especie de salto infinito

Estudiemos la discontinuidad que presenta la funcion y =

¢ Cuanto vale la funciénen x =17

x+1

en x=1.

x—1

No esta definida en dicho punto puesto que ambos, el denominador, se anulan.

¢ Cuanto valen los limites laterales para x — 1?

Ambos limites divergen como vemos con
Mathcad:

el limite lateral por la izquierda:

el limite laterial por la derecha:

y al no existir los limites laterales (no tienden
a ningin nimero real sino que divergen) el
limite tampoco existe:

x+ 1

x—> 17 x—1

x+ 1

x> 1T x-1

x+ 1

lim — undefined

x—)lx_1

Estamos, pues ante una discontinuidad no-evitable de segunda especie de salto infinito o asintética

Proyecto e-Math

Financiado por la Secretaria de Estado de Educacién y Universidades (MECD)



D)([(

UOC

www.uoc.edu Continuidad de una funcion real de variable real

Discontinuidad no evitable de segunda especie con limite no calculable

I . (1
Estudiemos la discontinuidad que presenta la funcion y = tanh[— . Sln(—D en x=0.
X X

¢ Cuanto vale la funciénen x =07?

No esta definida en dicho punto puesto que dos denominadores de dicha expresion se anulan.

¢ Cuanto valen los limites laterales para x — 0?

Ambos limites no se pueden calcular como
vemos con Mathcad:

. . . . 1 . (1
el limite lateral por la izquierda: lim tanh(— . sm(—) — undefined
x— 0" X X
el limite laterial por la derecha:
o . lim tanh(— . sin(—)j — undefined
y al no existir los limites laterales (no tienden x— 07 X X
a ningin numero real ni divergen, sino
i imi iste: 1 1
oscilan) el limite tampoco existe: lim tanh(— . Sin(_jj _, undefined
x— 0 X X
Representemos con Mathcad el
comportamiento en el entorno de x =0, de 2

esta funcion:

1 1

Estamos pues tratando con una tanh(—'Siﬂ(—D 0 -
discontinuidad no evitable de segunda x *

especie sin limite calculable y que tampoco
diverge.

-2

e Determinaciéon de los puntos donde una funcién presenta discontinuidades
desconociendo su grafica. Comprobacion grafica del resultado con Mathcad

Estudiemos si las siguientes funciones presentan alguna discontinuidad:

1 2

e X X
a) y=e b) y=— C)y=—F—-"
sin x x°—4x
1
x—2 1 ,
d) y =cos(—) 8) Y=4]4e—= si x#lyx=1,  respectivamente.
X
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a)

La funcién no se puede calcular
en un sélo punto, para x =0,
porque dividimos por cero. |
Dado que los limites laterales en -1
dicho punto existen y son e
iguales a 0, el limite en x =0 ¢ o m

existe y la funcion presenta una
discontinuidad evitable. |

La simple inspeccion de la
grafica de la funcion nos indica
claramente que o bien la funcién

es continua o la o las 1
discontinuidades que presenta 2
. X
con todas evitables. e - |

En particular, en el punto cero, -5 0 5
vemos que la funcion no
presenta ninguna discontinuidad
no evitable.

b)

La funcién no esta definida en 5
x=0 ya que tanto el
numerador como el
denominador se anulan. No X
obstante los limites laterales
existen y valen ambos 1. 00
También en este caso se puede
redefinir la funciéon suprimiendo 0 A
la discontinuidad evitable. -5 0 5

La simple inspeccion de la
grafica de la funcion nos indica
claramente que la funcién
presenta una discontinuidad

evitable en x=0. Sin(()X) 0 o
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10
La funcién no se puede calcular
en dos puntos, para x=0 y
para x =4 . En el primer punto, X
dividimos O entre 0 vy, en el X—4x
segundo, se anula el
denominador mientras el
numerador es finito. En x =0 -10 0 10
tenemos una discontinuidad
evitable mientras que en x =4
es no evitable.

La simple inspeccion de la
grafica de la funcion nos indica 2
claramente que la funcion
presenta una discontinuidad de X=4x o —
segunda especie de salto infinito
en x=4. Mientras que en |
x=0 la funcién puede ser —2 0 2
extendida para garantizar su X

continuidad.

d)

1.25

La funcion no esta definida en
x =0 ya que el numerador de
la expresion de la cual debemos
calcular el coseno, diverge.
Dado que el coseno es una
funcion  perioddica, oscilara
continuamente sin cesar cuando -105 |
x— 0. El limite, pues, no -5 0 5

existe. X

La simple inspeccion de Ila 1.25

grafica de la funcion nos indica
claramente que la funcion 2
presenta una discontinuidad no COS[ j 0
evitable de segunda especie con

imposibilidad de calcular el
limite en x=0.

—1.25
—0.75 0 0.75
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e) La funcion esta definida de forma particular en x =1. En el resto de puntos, la funcién no presenta
ninguna posible discontinuidad puesto que la exponencial nunca puede ser negativa.

Por lo tanto, estudiaremos solo la continuidad en x =1, que produciria una division por cero en la
expresion valida para el resto de puntos. A pesar de que ambos limites laterales en x =1 son finitos,
éstos no son iguales; por la derecha, el limite es igual a 1 mientras que por la izquierda vale 0. Por
consiguiente, el limite de la funcion en x =1 no existe y la funciéon presenta una discontinuidad no
evitable de salto finito en dicho punto.

e)

La simple inspeccion de Ila
grafica de la funcion nos indica
claramente que la funcion
presenta una discontinuidad no 125
evitable de primera especie de

salto finito en x = 1. I |

075~ ]

f(x) 0.5 —
o 0 o

025 =

ok \ _

-0.25 !

CONCLUSIONES

Conocer si una funcién es continua en un punto y en todo su dominio, se reduce a saber evaluar esta
funcién en todo punto y ser capaz de obtener sus limites laterales en cualquier punto. La continuidad es
una propiedad fundamental puesto que la derivabilidad de una funcion en un punto depende, entre
otras cosas, de si es continua en dicho punto. Cuando una funcion es continua es susceptible de ser
utilizada o “encontrada” en el andlisis de magnitudes regulares y finitas.

Hemos visto como Mathcad nos puede resultar de gran utilidad para determinar dénde estan y de qué
tipo son las discontinuidades de una funcién. De hecho la continuidad de una funcién en un punto
puede entenderse como la suavidad con la que avanzamos cuando trazamos la curva de la funcién.
En efecto, la representacion grafica de la funcion contiene informacion suficiente para comprobar
limites laterales y, por lo tanto, el caracter de la supuesta discontinuidad.
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ENLACES

[W1]  http://www.satd.uma.es/a_valverde/aula-calculo/calculo.html

Excelente aula virtual con apuntes muy completos de campos escalares. Incluye un tema (C5)
con abundante informacién sobre continuidad en una dimension.

[W2]  http://www.ugr.es/~dpto _am/docencia/cie_mat_calculo/apuntes.html

En el Capitulo 1 se trata de la continuidad de una funcién en un punto.

[W3] http://www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupol5t

Apuntes, ejercicios, problemas y examenes de calculo (también de continuidad).

[W4]  http://math.uprm.edu/~josediaz/Continuidad.pdf

Ejercicios sobre continuidad.

[W5]  http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/apuntes/

Apuntes de continuidad.

[W6] http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/problemas/

Problemas y ejercicios de continuidad.
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[W7] http://planetmath.org/encyclopedia/Continuous.html

Pagina web de PlanetMath.org dedicada a la continuidad de una funcién en un punto. En
inglés.

[W8] http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/funciones_continuas/default.htm
Apuntes de calculo de funciones continuas.

[W9]  http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/calculo_1/default.htm
Excelente resumen de calculo que engloba también continuidad.
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