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  Derivación de una función real de variable real 

INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 

La derivación constituye una de las operaciones de mayor importancia cuando tratamos de 
funciones reales de variable real puesto que nos indica la tasa de variación de la función en un 
instante determinado o para un valor determinado de la variable, si ésta no es el tiempo. Por 
tanto, la derivada de una función para un valor de la variable es la tasa de variación instantánea 
de dicha función y para el valor concreto de la variable. De hecho, una variación en un instante de 
tiempo determinado o para un valor concreto de la variable de derivación se puede entender 
como una variación media cuando el intervalo usado para la obtención de dicha media tiende a 
cero. Así la derivada es el límite de la tasa de variación media alrededor de un valor de la variable 
cuando el intervalo de medición tiene a cero.  
 
Además de saber calcular la derivada de una función en un punto, es conveniente ser capaz de 
determinar rápidamente la función derivada de cualquier función. La derivada nos informará de 
con qué celeridad va cambiando el valor de la función en el punto considerado. Este Mathblock 
está dedicado precisamente a aprender tanto a calcular el valor de la derivada de una función en 
un punto como a saber obtener la función derivada de la original. Por este motivo dedicaremos 
especial atención a como derivar funciones compuestas, funciones implícitas así como a efectuar 
diversas derivaciones sobre una misma función. Una de las aplicaciones de las derivadas es la 
Regla de l’Hôpital que permite resolver límites indeterminados mediante derivación.  

 
 
OBJETIVOS DOCENTES ___  ___________________________________ 
 
• Introducir el concepto de derivada, proporcionar su interpretación gráfica e ilustrar su 

interpretación física. Saber distinguir en qué puntos una función es derivable y en qué puntos no 
admite derivada. 

  
• Familiarizarse con el cálculo automático de derivadas, con la regla de la cadena para la derivación 

de funciones compuestas, con la derivación múltiple y —finalmente— con la derivación implícita.  
 
• Adquirir destreza en el cálculo de límites funcionales mediante la regla de l’Hôpital basada en la 

derivación de funciones.  
 

 

CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 
Dado que la derivación de una función es una operación consistente en el cálculo de un límite en un 
punto donde la función es continua, es recomendable —previamente a la lectura de este Mathblock— 
el haber realizado un estudio detallado de los siguientes temas: 
 
• Funciones reales de variable real.  
• Límites de funciones.  
• Continuidad en una dimensión.  
 
Asimismo también es muy aconsejable que se tenga un conocimiento mínimo del programa Mathcad, 
que incluya como calcular límites de funciones. 
 
Por lo tanto, recomendamos que trabajéis los Mathblocks: “Uso básico del Mathcad en Análisis (I): 
cálculo simbólico y analítico”, “Funciones de una variable”, “Límites de funciones” y “Continuidad en 
una dimensión”, antes de empezar con éste. Después de haber trabajado este Mathblock podéis 
abordar el de “Aplicaciones de las derivadas”.   
 

 

Proyecto e-Math          2 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 



  Derivación de una función real de variable real 

CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 
 

• La derivada de una función en un punto: definición 
 

Decimos que una función  es derivable en un punto  si existe el siguiente límite:  )(xf a
 

h
afhaf

h

)()(lim
0

−+
→

 

 
 
De hecho esto equivale a que exista este otro límite:  
 

ax
afxf

ax −
−

→

)()(lim  

 
 
basta con substituir . El valor de estos límites, que son equivalentes, recibe el nombre de la 
derivada de la función  en el punto a  y se representa  o 

axh −=
)(xf )(' af

ax
xf

=
)(' . 

 
La derivada de una función en un punto es un número real que mide cómo está creciendo la función 
en relación con la variable, en dicho punto de la variable. Es importante destacar que si una función 
presenta una discontinuidad en un punto, no existe la derivada de la función en aquel punto. Dicho de 
otra manera, si una función es derivable en un punto, tiene que ser continua en este punto. 
 
 

• Interpretación geométrica de la derivada: crecimiento y decrecimiento 
 

La derivada de una función  en un punto  se puede representar como la pendiente de la recta 
tangente a la gráfica de  en el punto (  Por lo tanto,  

f a
( )af )., fa

 
1. Allí donde la gráfica de  es ascendente al recorrerla de izquierda a derecha, la 

función es creciente, la recta tangente tiene pendiente positiva y la derivada es 
positiva. 

f

 
2. Donde la gráfica es descendente, la función es decreciente, la recta tangente tiene 

pendiente negativa y la derivada es negativa. 
 

3. En los puntos en que la función ni sube, ni baja (que son, entre otros, las cumbres y 
las hondanadas), la tangente en el grafo de  es horizontal y, por tanto, la derivada 
vale cero.  

f

 
 

• Interpretación física de la derivada 
 

Dada una función  podemos calcular el cociente incremental de dicha función en , es 
decir, el cociente entre el incremento que sufre la función ∆ , al 
modificar la variable un ∆  con . El cociente incremental o tasa media de variación 
de la función  en el intervalo ∆  viene dada por:  

)(xfy =

x
)(xf

ax =
)(af−)()()( xafafxfy ∆+=−=

ax −= ax ≠
xx −=y = a

 

   
ax
afxf

x
f

x
y

−
−

=
∆
∆

=
∆
∆ )()(

 

Proyecto e-Math          3 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 



  Derivación de una función real de variable real 

 
La derivada es esta tasa media de variación cuando el incremento de la variable tiende a cero 
alrededor de un punto  o tasa instantánea de variación de la función  en el punto  

: 
ax = )(xfy =

ax =
 

ax
afxf

x
f

x
y

axxx −
−

=
∆
∆

=
∆
∆

→→∆→∆

)()(limlimlim
00

 

 
 
Las siguientes notaciones son equivalentes para la derivada que hemos expresado también como tres 
límites distintos:  
 

ax
ax

ax

fxf
dx
dy

=

⋅

=
=

== )('  

 
 
La primera notación se debe a Leibniz, la segunda es que solemos usar en matemáticas modernas y 
la última es la utilizada por Newton.  
 
 

• Función derivada 
 
Es necesario que distingamos claramente la derivada de una función en un punto, que es un 
número, y la función derivada, que es una función. La función derivada de una función  (que se 
representa como ) es la que nos da, para cada valor de la variable , la derivada ,. En 
algunas ocasiones se utiliza la expresión derivada de , tanto en el sentido de derivada numérica 
com en el de función derivada.  

f
('f'f x )x

f

 
 

• Cálculo de derivadas  
 
Ahora que ya tenemos una idea bastante clara de lo que es la derivada y cuál es su utilidad, tenemos 
que hacer un resumen de las herramientas que nos van a permitir calcularlas sin tener que aplicar la 
definición. Es decir aplicamos la definición para, por ejemplo, el caso general de suma de dos 
funciones y sabremos que para cualquier suma de dos funciones, la derivada sera la suma de las dos 
derivadas.  
 
 
• Función constante  
 
La derivada de una función constante es cero:   ⇒   .)( constxf = x∀ 0)(' =xf
 
 
• Suma de dos funciones 
 
La derivada de una suma de funciones es la suma de las derivadas de las funciones: 

  ⇒   . Esto también se cumple para la diferencia. 
Vamos a demostrar esta propiedad como ejemplo de demostración de propiedades de derivación. 
Empecemos escribiendo la derivada de la suma de funciones:  

)()()( 21 xgxgxf += )(')(')(' 21 xgxgxf +=

 
 

( )
=

−−+++
=

−+
→→ h

agaghaghag
h

afhaf
hh

)()()(lim)()(lim 2121

00
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al agrupar términos: 

 

)(')(')()(lim)()(lim 21
22

0

11

0
agag

h
aghag

h
aghag

hh
+=

−+
+

−+
=

→→
 

 
como queríamos demostrar.  

 
 
• Producto de dos funciones 
 
La derivada del producto de dos funciones, , se calcula según:  )()()( 21 xgxgxf ⋅=
 

)(')()()(')(' 2121 agagagagaf ⋅+⋅=  
 
 
En consecuencia, si  es una función constante tenemos:  c
 

)()( xf
dx
dcxcf

dx
d

=  

 
 
• Función potencial 
 
Es fácil deducir la fórmula de la derivada de una función potencial . Basta para ello utilizar 

la fórmula del producto de derivadas que acabamos de dar para , , , 
etc:  

nxxf =)(
xx ⋅=2 xx 23 xx ⋅= 34 xxx ⋅=

 
La derivada de , aplicando la regla del producto es:  xxx ⋅=2

 

xxxxx
dx
d 211)( =⋅+⋅=⋅  ; 

 
 
Utilizando el resultado que acabamos de obtener, la derivada de  es:  23 xxx ⋅=
 

222 321)( xxxxxx
dx
d

=⋅+⋅=⋅  

 
 
y la , substituyendo el resultado acabado de obtener:  34 xxx ⋅=
 

3233 431)( xxxxxx
dx
d

=⋅+⋅=⋅  

 
 
Así, a partir de la información de esta secuencia, podemos llegar a inferir la expresión del término 
general:  
 

1−⋅= nn xnx
dx
d
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• Funciones trigonométricas 

 
Las funciones derivadas de las principales funciones trigonométricas son las siguientes:  
 

( )xx
dx
d cos))(sin( =    

21
1))(arcsin(
x

x
dx
d

−
=    

 

( )xx
dx
d sin))(cos( −=    

21
1))(arccos(
x

x
dx
d

−
−=  

 

)(cos
1))(tan( 2 x

x
dx
d

=    21
1))(arctan(
x

x
dx
d

+
=  

 
 
• Funciones exponencial y logarítmica 
 
Las derivadas de las funciones exponencial y logarítmica son las siguientes:  
 

  aaa
dx
d xx ln)( ⋅=    

ax
x

dx
d

a ln
1)(log

⋅
=  

 
 
y en particular, cuando utilizamos como base el número e: 
 

xx ee
dx
d

=)(     
x

x
dx
d 1)(ln =  

 
 
• Regla de la cadena 
 
Si tenemos una función compuesta , la derivada será:  ))(()( 21 xggxf =
 

)('))((')(' 221 xgxggxf ⋅=  
 
 
En notación diferencial, si  es función de  e  es función de , tenemos:  z y y x
 

dx
dy

dy
dz

dx
dz

⋅=  

 
Encontraréis un ejemplo de derivación mediante la esta regla en “Casos prácticos con software”. 
 
 
• Derivación implícita 
 
La técnica de la derivación implícita para calcular  consiste en derivar cada lado de la expresión 
respecto de  teniendo en cuenta en todo momento que  es función de . Esta técnica sirve para 
obtener la derivada cuando es imposible despejar la  . 

)(' xy

(y
x y

)
x

x
 
Encontraréis un ejemplo de derivación implícita en “Casos prácticos con software”. 
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• Derivación múltiple 
 
Son muchas las aplicaciones en las que utilizamos la derivada de una derivada. Llamamos a la 
derivada de la derivada de , derivada segunda de   y se escribe ' . En notación diferencial, la 
derivada segunda se escribe como:  

f f 'f

 

     2

2

dx
yd

dx
dy

dx
d

=  

 
 
y se lee derivada segunda de  respecto de  dos veces. Análogamente podemos definir la 
derivada n-ésima de  respecto de  n veces que escribiremos: 

y x
y x  

 

n

n
n

dx
ydf =)(  

 
 
• Regla de l’Hôpital 
 
Sean  y  funciones reales de variable real, continuas, tales que lim  y  o 

bien que ambos límites son nulos: lim  y lim . Si existe 

f g 0)( =
→

xf
ax

0)(lim =
→

xg
ax

∞=
→

)(xf
ax

∞=
→

)(xg
ax )('

)('
xg
xflim

x→a
 entonces 

también existe el 
)(
)(lim
xg
xf

ax→
, y ambos coinciden:  

 

)('
)('lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax →→
=  

 
 
Esta regla es muy útil para resolver límites indeterminados como mostramos, en un ejemplo, en 
“Casos prácticos con software”.  
 
 
CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 
• Cálculo de derivada de una función en un punto a partir de la definición de 

derivada 
 
Utilizando la definición de derivada, averiguaremos si las siguientes funciones son derivables en x=0: 
 

a)  b))sin()( xxf = 2)1()( xxg −=  c) 21
1)(
x

x
+

=h   

 

 

En el caso que sean derivables, proporcionaremos una interpretación geométrica a las derivadas 

calculadas.  

  

La derivada de una función en un punto es la tasa instantánea de crecimiento en dicho punto:  
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h

afhafaf
h

)()(lim)('
0

−+
=

→
 

 
 

En a=0 y para la función f(x) tenemos que ambos límites laterales existen y son iguales a 1, entonces 
la derivada en dicho punto existe y es igual a 1:  

 

   
( ) 1)sin(lim0sin)0sin(lim)´(

000
==

−+
=

→→= h
h

h
hxf

hhx
 

 
 

La derivada corresponde a la pendiente de la recta tangente a dicho punto como podemos comprobar 
con la gráfica de la función y de su tangente (z) en x=0: 

 
 

j 0 2000..:= xj 0.01 j 1000−( )⋅:= y j sin xj( ):= zj xj:=

10 0 10
2

0

2

y

z

x  
 
 

Para g(x) hemos de realizar los siguientes límites laterales utilizando la definición de valor absoluto 
( hh =  si h  y 0> hh −=  si ): 0<h

 
 

  2)2(lim
2

lim
121

lim
1)1(

lim
0

2

0

2

0

2

0
−=+−=

+−
=

−+−
=

−−
++++ →→→→

h
h
hh

h
hh

h
h

hhhh
 

  

2)2(lim
2

lim
121

lim
1)1(

lim
0

2

0

2

0

2

0
+=−+=

−
+−

=
−+−

=
−−

−−−− →→→→
h

h
hh

h
hh

h
h

hhhh
 

 
 

Dado que ambos límites no coinciden, la derivada en x=0 no existe.  
 
Vemos con Mathcad que las rectas tangentes a g(x) por la izquierda (z1) y por la derecha (z2) (de 
pendientes +2 y -2, respectivamente) no coinciden:  
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j 0 2000..:= xj 0.01 j 1000−( )⋅:= y j 1 xj−( )2
:=

z1j 2xj 1+:= z2j 2− xj 1+:=

5 0 5
2

0

2

y

z1

z2

 
 
 

Para el tercer ejemplo con h(x), los límites laterales del cociente incremental coinciden y podemos 
obtener el valor de la derivada en x=0:  

 

0
1

lim
)1(

11lim
1

1
1

lim)(' 202

2

0

2

00
=

+
−

=
+
−−

=
−

+=
→→→= h

h
hh
h

h
hxh

hhhx
 

  
 

Con Mathcad observamos que la recta tangente (z) a la función en x=0 es efectivamente una recta 
horizontal de pendiente nula (igual a la derivada en dicho punto).  

 
 

j 0 2000..:= xj 0.01 j 1000−( )⋅:= y j
1

1 xj( )2+
:= zj 1:=

10 0 10

0

2

y

z

x   
 
 
 
• La derivada como tasa instantánea de crecimiento: aplicaciones 

Supongamos que hinchamos un balón isotrópicamente a un ritmo constante de 
s
cm3

36 , y nos 

preguntamos cual es la variación temporal del radio cuando éste vale exactamente 3cm. Suponiendo 
que el radio del balón es cero en el instante inicial t=0, calcularemos también la tasa media de 
crecimiento entre los instantes que el radio del balón media 2cm y 4cm.    
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Calculemos en primer lugar la función V(r), volumen del balón, 3

3
4)( rr π=V . Por la definición de 

derivada, sabemos que la derivada de V(r) respecto al tiempo corresponde al “ritmo” que seguimos 
cuando hinchamos el balón. Por lo tanto:  

 

s
cm

dt
rdV 3

36)(
=   (1) 

 
 

Utilizando la regla de la cadena: 
 

    
s
cm

dt
dr

dr
rdV 3

36)(
=  

 
 

La variación instantánea del radio del balón que tenemos que calcular es precisamente  
 

2

33

))((4
/36

/
/36)('

tr
scm

dtdV
scm

dt
drtr

π
===    

 
 

Nos la piden cuando el radio mide 3cm. Substituyamos pues en la última expresión:  
 

1
2

3

2

3 1
94

/36
))((4
/36)3,(' −⋅==== scm

cm
scm

tr
scmcmrtr

πππ
 

 
 
 

Para obtener la tasa media de crecimiento entre los instantes en que el radio vale 2cm y 4cm basta 
dividir el incremento de radios entre el incremento de tiempos correspondiente. Integrando la ecuación 
(1) entre r0=r(t0) y rf=r(tf) para r, y entre t0 y tf para t obtenemos:  
 

  trrf ∆=− 36)
3

4 3
0

π ( 3    

 

Como hemos supuesto que r0=t0=0, entonces: 3

3
4

36
1

ff rt π
= . Los tiempos buscados son: 

st cmr 27
8

)2(
π

==  y  st cmr 27
64

)4(
π

== . La tasa media de crecimiento del radio entre estos dos instantes 

corresponde a:  
 

11
28
27

27
8

27
64

24)( −⋅=
−

−
=

∆
∆ scm
t
tr

πππ
 

 
 
 

• Cálculo automático de derivadas. Regla de la Cadena y derivación implícita 
 

Calculemos las derivadas de las siguientes funciones: 
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 a) 
xe

xf 1

1

1)(
+

=       b) 
x
xxg

cos1
cos1)(

−
+

=       c) tgx
dx
dxh 2

2

)( =       d) i       xxx =)(

 
 

a) Podemos rescribir f(x) como la composición de tres funciones g(h(i(x))) donde 
x

xi 1)( = , 

 y ieih += 1)(
h

hg 1)( = . Aplicando la regla de la cadena:  

 

( ) ===














+ =+= dx
di

di
dh

dh
dgxihg

dx
d

e
dx
d

x
xiexhx x 1)(1)(

1 1))(((
1

1
 

2
1

2

1

2

1

2
121)(

1)(
2

)1(
)1(

)1(

1)1(1
1

x

x
x

xx
xi

i

exh ex

e
x

e
e

x
e

h x
+

=
−

+

−
=

−−
=

=
+=

 

 
 

b) Derivaremos utilizando la expresión para la derivada del cociente de funciones 

2
''

g
fggf

g
f

dx
d −

=







:  

 

22 )cos1(
sin2

)cos1(
))(sincos1()cos1)(sin(

cos1
cos1

x
x

x
xxxx

x
x

dx
d

−
−

=
−

+−−−
=








−
+

 

 
 

c) Efectuemos la segunda derivada de tgx : 
 

( ) =−
−

=





=







 +
= )sin(cos2

cos
1

cos
1

cos
sincos

422

22

2

2

xx
xxdx

d
x

xx
dx
dtgx

dx
d

 

x
tgx

x
x

23 cos
2

cos
sin2

==   

 
d) A fin de derivar la expresión  tomemos logaritmos (neperianos para más comodidad al 
derivar) en ambos lados de la ecuación . Derivando implícitamente respecto de x 
obtenemos: 

xxy =
xxy ln)ln( =

 

 
x
xx

y
y

+= ln'
   es decir:   )1(ln)1(ln' +=+= xxxyy x

 
 

Comprobamos las cuatro derivadas con Mathcad utilizando la derivación simbólica y las utilidades 
simplify y substitute para conseguir comparar con las expresiones analíticas: 
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a) 
 

x
1

1 e

1

x
+

d
d

1

1 exp
1
x







+





2
x2

⋅

exp
1
x







⋅→

 
 
 
b) 
 

x
1 cos x( )+( )
1 cos x( )−( )

d
d

sin x( )−
1 cos x( )−( )

1 cos x( )+( )

1 cos x( )−( )2
sin x( )⋅−→ simplify 2−

sin x( )

1 2 cos x( )⋅− cos x( )2
+( )

⋅→

2−
sin x( )

1 2 cos x( )⋅− cos x( )2
+( )

⋅ substitute 1 2 cos x( )⋅− cos x( )2
+ 1 cos x( )−( )2

, 2−
sin x( )

1 cos x( )−( )2
⋅→

 
 

 
c) 
  

2x
tan x( )d

d

2
2 tan x( )⋅ 1 tan x( )2+( )⋅→ substitute 1 tan x( )2+

1

cos x( )2
, 2

tan x( )

cos x( )2
⋅→ 2

tan x( )

cos x( )2
⋅→

2
tan x( )

cos x( )2
⋅ substitute tan x( )

sin x( )
cos x( )

, 2
sin x( )

cos x( )3
⋅→

 
 
 
d) 

 

x
xxd

d
xx ln x( ) 1+( )⋅→

 
 
 
• Aplicación del cálculo diferencial al computo de límites: Regla de l’Hôpital 

 
Calculemos los siguientes límites:  

     

a) 
x
ee xx

x

βα −
→0

lim  b) 

qq
x

pp
x

x
−+

−+

∞→
2

2

2
2

1

1

lim  con p y q >0 

 
 

utilizando la regla de l’Hôpital.  
 

El límite en a) tiende a 
0
0

 cuando  y, por lo tanto, podemos aplicar la regla de l’Hôpital.  0→x

 
Derivando el numerador y el denominador obtenemos:  
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βα
βα βαβαβα

−=
−

=
−

=
−

→→→ 1
lim

)'(
)'(limlim

000

xx

x

xx

x

xx

x

ee
x
ee

x
ee

 

 
Fijaros que no calculamos los límites laterales por separado puesto que coinciden como podéis 
comprobar. 

 

En el caso b) también podemos aplicar la regla de l’Hôpital puesto que el límite tiende a 
0
0

 cuando 

: ∞→x
 

=






 −

+







 −

+
=









−+









−+

=
−+

−+

∞→∞→∞→

3
2

2

3
2

2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
12

1

2
12

1

lim
1

1

 lim
1

1

 lim

x
q

x

x
p

x

qq
xdx

d

pp
xdx

d

qq
x

pp
x

xxx
 

 
 

que simplificando nos conduce a: 

 

p
q

p
x

q
x

x
=

+

+
=

∞→
2

2

2
2

1

1

 lim  

  
 

Comprobamos ambos resultados con Mathcad:  
 
  a) 
 

  0x

eα x⋅ eβ x⋅
−
x

lim
→

α β−→
 

 
  b) 

 

∞x

p 12 1

x p⋅( )2
+ 1−









⋅

q 12 1

x q⋅( )2
+ 1−









⋅

lim
→

1
p

q⋅→
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CONCLUSIONES    ___________________________________ 
 
 
Hemos visto como podemos calcular la derivada de una función en un punto, que nos indica la 
variación de dicha función en aquel punto. Se trata de una generalización del concepto de tasa de 
variación media para un entorno del punto, muy pequeño. La definición de derivada reposa en el 
hecho de hacer tender a cero el tamaño de dicho intervalo. La derivada es pues la tasa de variación 
instantánea de una función en un punto. La derivada se interpreta geométricamente como la 
pendiente de la recta tangente a la función en el punto considerado.  
 
Derivando una función en todos los puntos de su dominio, podemos construir otra función que 
llamaremos la función derivada de la primera función. Hemos presentado reglas de derivación 
automática que nos permiten derivar una expresión sin necesidad de utilizar la definición. Para 
funciones compuestas, es de gran utilidad la regla de la cadena, mientras que en aquellos casos en 
que no es posible despejar la función, debemos optar por la derivación implícita. Finalmente hemos 
presentado la regla de l’Hôpital para la resolución de límites funciones. Esta regla, basada en la 
derivación, es una de las más comúnmente utilizadas para resolver límites. 
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