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INTRODUCCION

En este math-block, como su titulo indica, se estudia el problema de la diagonalizaciéon de
endomorfismos y matrices. Dicho estudio esta estrechamente vinculado a los conceptos de matriz
asociada a una aplicacion lineal y matriz de cambio de base; es por ello que dedicamos la primera
seccion al andlisis de las relaciones existentes entre estas matrices. En la segunda seccion
analizamos el problema de la diagonalizacién de endomorfismos y matrices y presentamos los
resultados necesarios para el estudio de dicho problema. Los ejemplos ilustrativos de los principales
resultados presentados en el math-block estan agrupados en la cuarta seccion. Por ultimo,
presentamos la diagonalizacién de algunas matrices utilizando el programa Mathcad como

herramienta de calculo.

OBJETIVOS

e Conocer la relacion existente entre las matrices asociadas a una misma aplicacion lineal en
diferentes bases.
Conocer el método de calculo de los valores y vectores propios de un endomorfismo (matriz)
Saber determinar si un endomorfismo (matriz) es diagonalizable.

e Saber determinar una base propia y la matriz diagonal de un endomorfismo diagonalizable.
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e Mostrar las posibilidades que brinda el programa Mathcad para el estudio de la
diagonalizacién de endomorfismos y matrices.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Es recomendable haber leido, previamente, los math-blocks relativos a:

Algebra de matrices.
Determinantes.

Sistemas de ecuaciones lineales.
Aplicaciones lineales.

Espacios vectoriales.

Ademas, recomendamos los introductorios a Mathcad.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

0 Matriz asociada a una aplicacion lineal
Sea f una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales de dimension finita:
fE,>F,
x = f(x)
Sean 4 =(a,,a,,....a,) y B=(b,,b,,....b, ) bases de E, y E, respectivamente. Llamamos
matriz asociada a f enlas bases A y B ala matriz (Ocl-j)e M., cuyos elementos o; son la
coordenada i del vector f(a;) enlabase B. Denotamos esta matriz por M[f,A,B]
Es decir, si f(a;)= : entonces f(a;) eslacolumna j de la matriz M[f, A,Bl
Ocmj
Consideremos la siguiente aplicacion lineal f : R* — R? definida por
f(x,y,2)=2x+y,y+2)
Vamos a calcular la matriz asociada a f en las bases canonicas. En este caso la matriz asociada
se obtiene calculando la imagen de los vectores de la base del espacio de partida y poniéndolas
en columnas:
/(1,0,0) =(2,0);
£(0,1,0) = (LD);
£(0,0,1) = (0.1).
Entonces, la matriz asociada es
Proyecto e-Math 2
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210
M\f,C,,C, =
resesl=(s 1)
Nétese que la matriz asociada actua como la aplicacién lineal de la siguiente forma:
210
f(x,p,z)= y[=@x+y,y+2).
011
z

Esto quiere decir que podemos estudiar la aplicacion lineal a partir de su matriz asociada.
Naturalmente, si cambiamos las bases obtenemos otra matriz asociada.

Consideremos ahora la aplicacion lineal de antes y las bases A((l,0,0),(l,—l,O),(0,0,l))
B= ((2,0), (l,—l)) de R’ y R? respectivamente. Vamos a determinar la matriz M[f,A,B]

<

Las imagenes de los vectores de la base de partida son:

/(1,0,0) = (2,0);
f(l,—l,()) = (1’_1)5
£(0,0,1) = (0.1).

La matriz de cambio de base de B ala candnica es
0 2 1

o -1

La matriz de cambio de base de la canonicaa B es

Q_1= % %
0 -1

Entonces, obtenemos las coordenadas de los vectores imagenes en la base de llegada:

LY
-
(17_1)8 :(O _II_IJ: (091)5
1 1Yo
i ) 2 = (L _
(o,1>3—[0 —1IIJ‘(2’ 1)

Colocamos los vectores (2,0);, (1,-1); y (0,1); en columna y obtenemos la matriz asociada,

M[f,A,B]:[1 0 3 }

01 -1
Veamos ahora como se relacionan ambas matrices y las matrices de cambio de base.

La matriz de cambio de base, de la base 4 a la canonica es

Proyecto e-Math 3
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P=l0 -1 0
0 0 1
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. . s -1
La matriz de cambio de base, de la base la candnica a la base 4 es P~ , que en este caso en

concreto coincide con P.

¢, Como actuan estas matrices?

M[f, A,B]: Transforma los vectores de R°, cuyas coordenadas estén expresadas en la base

A4, x,€ R3, en su imagen por la aplicacion f, cuyas coordenadas estan expresadas en la

base B de R?, (f(xA))B € R

3 .
M[f, C3,C2]: Transforma los vectores de R”, cuyas coordenadas estén expresadas en la

base canonica, X ;€ R’, en su imagen por la aplicacion f, cuyas coordenadas estan

- 2 2
expresadas en la base canonica de R”, (f(xq ))C2 € R".

. 3
P : Transforma vectores de R3, cuyas coordenadas estan expresadas en la base 4, x, € R”,

. L 3
en ellos mismos pero con las coordenadas expresadas en la base canonica, X, € R°.

- 2 . -
0 ! :Transforma vectores de R?, cuyas coordenadas estan expresadas en la base canodnica,

2 . 2
Yeo € R~ en ellos mismos pero con las coordenadas expresadas en la base B, yj; e R”.

Entonces, el siguiente diagrama conmutativo nos permite relacionar estas matrices:

Mlf,c,,C,]
(r*.c,) s (r2.0y)

P /// o'

(%, 4) T > (r%,B)

O lo que es igual:

M[f,4,Bl=07""M|[f,C;,C, }P.
Esto es,

1 0
L 1Y2 10
M[f,A,B]:[Z 21 0 —l 0 _

0 —-1}40 I 1

En general, sea f una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales de dimension finita:
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f:E,—>FE,
x = f(x)
Sean A y A'basesde E, ysean By B'basesde E,, . Se cumple la siguiente relacion:
M[f,4,Bl=07"-M|[f, 4, B}P,
donde P es la matriz de cambio de base de 4 a A' y QO es la matriz de cambio de base de B
a B

o Diagonalizacion
Diremos que una aplicacion lineal de un espacio vectorial en si mismo es un endomorfismo. La
matriz asociada a un endomorfismo definido en un espacio vectorial de dimensién n es una

matriz cuadrada de orden n.

Si se pretende estudiar un endomorfismos a partir de su matriz asociada, resultara conveniente
averiguar si existe una base tal que la matriz asociada respecto a dicha base sea la mas simple
posible; una matriz diagonal. Si existe tal base, se dice que el endomorfismo es diagonalizable.

Sea f un endomorfismo definido en un espacio vectorial £ de dimension n. Denotaremos la
matriz asociada a f en la base canonica de E de la siguiente forma: M[f, C] = M[f, C, C].

Supongamos que M[f, C] es una matriz diagonal:

A0 - 0
0 A - 0
MU’C]: . :2 : .
0O 0 - A

Veamos qué condiciones se deben cumplir para que exista esta matriz:

En primer lugar,

f(el):llel —}—O-e2 +...+O.en :)“191
f(ez) :O-el +)~2€2 +0'€3 _|_..._|_0.en :)«292

fle,)=0¢€ +0e,+--+ e, =€

Enresumen, f(e;)=Ae;, Vi: ie{l,..,n}.

Diremos que un vector no nulo x de un espacio vectorial E es un vector propio del
endomorfismo f', definido en E, siexiste A€ R tal que f(x)= Ax. En ese caso se dice que

A es un valor propio de f yque xes un vector propio asociado al valor propio A.

Un vector no nulo x de un espacio vectorial real £, de dimension n,es un vector propio de la

matriz cuadrada M, de orden n, siexiste A€ R tal que Mx" = Ax". En ese caso, se dice que
A es un valor propio de M y que x es un vector propio asociado al valor propio A.

Proyecto e-Math 5
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Bajo el supuesto de antes (de que M[f, C] es diagonal) concluimos A, es un valor propio del
endomorfismo f, y de la matriz M[f, C], y que e; es un vector propio asociado al valor propio
A, Vi ie{l,...,n}.

Naturalmente, si en la diagonal de la matriz hay numeros repetidos entonces existiran valores
propios que tendran mas de un vector de la base como vector propio asociado. En cambio, a

cada vector propio le corresponde un Unico valor propio. En efecto, sea x € E un vector propio y
sean o, € R talesque f(x)=o0xy f(x)= Bx. Entonces (o — f3)x=0 de donde, por ser
x # 0, resulta que o = .

Sean ahora dos bases B y B' de E ysean M[f,B] y MU,B'] matrices no necesariamente
diagonales. A continuacion analizaremos la relacion que existe entre los valores y vectores
propios de ambas matrices asociadas a f.

Sea xe E—{0}: M[f,Bl(x;) =A(xz), es decir, A es un valor propio de M[f,B]y x,
es un vector propio de MU,B] asociado al valor propio A, cuyas coordenadas estan
expresadas en la base B. Sea Q la matriz de cambio de la base B' ala base B. Entonces se
tiene,

M(f.B]

(E,B) » (E,B)

4 0

Q

(E,B") » (E,B

Mm(f.B]
De ahi que,

Mf,BNxp) =07 M[f,BIO(x, )
=0"'M[f.Blx, )
=0"Axy)
=20 (x,))

= )‘(XB‘ )t
Hemos obtenido el siguiente resultado:

Todas las matrices asociadas a un endomorfismo poseen los mismos valores y vectores
propios.

Dicho de otro modo, los valores y vectores propios de un endomorfismo coinciden con los
valores y vectores propios de cualquiera de sus matrices asociadas.

Proyecto e-Math 6
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Veamos ahora cémo determinar los valores y vectores propios.

Sea xe€ E un vector propio asociado al valor propio A. Entonces, se cumple:

f)=Ax e M[f,Ck' =" & M[f,Cl- )" =0,
donde [ es la matrizunidady O es el vector columna cuyas componentes son cero.

M[f,]-A )" =0

Evidentemente, si consideramos las componentes de x' como incégnitas obtenemos un sistema
de ecuaciones lineales homogéneo. El vector x no es nulo por ser un vector propio, entonces
para que este sistema homogéneo no sea compatible determinado es necesario y suficiente que
el determinante de la matriz del sistema sea cero. Esto es,

IM[f.Cl-A1|=0

Dicho de otro modo, es condicidén necesaria y suficiente para que un numero real A sea un valor
propio del endomorfismo f', que el nucleo del endomorfismo f — Ai no sea inyectivo.

Si consideramos A como una incognita entonces el determinante |MU, C]—M| representa un

polinomio de grado n con coeficientes reales, que recibe el nombre de polinomio caracteristico
de la matriz M [f, C ]

Las raices del polinomio caracteristico son los valores propios de la matriz M[f, Cl Como los

valores propios son invariantes del endomorfismo (son los mismos para todas las matrices
asociadas), el polinomio caracteristico también es un invariante del endomorfismo. Es por eso

que el polinomio caracteristico de las matrices asociadas a f es denominado polinomio

caracteristico de f, y se denota Pf.

Sea A un valor propio del endomorfismo f. El conjunto V), ={xe E: f(x)=Ax} es un
subespacio vectorial de E. En efecto,

a) V,#¢yaque f(0)=10=0=0€eV,.
b) x,yeV, = f(x)=Ax y fO)=l

= f(x+y)=f()+ () =Ax+Ay=Ax+y)
= x+yeV,.

c) xeV,,ae R= f(ox)=0af (x)=o(Ax) = A(ox)
= (ox)e V,.

El subespacio V', recibe el nombre de subespacio propio asociado al valor propio A.

Proposicion [2]

Sean x e )y vectores propios de un mismo endomorfismo, asociados a valores propios
diferentes, entonces x e y son linealmente independientes.

Proyecto e-Math 7
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Dicho de otra forma mas facil: los vectores propios asociados a valores propios diferentes son
linealmente independientes.

Si podemos determinar una base de E formada por vectores propios del endomorfismo f,
entonces podemos concluir que f  es diagonalizable y la matriz diagonal es la matriz asociada a

f en dicha base. Una base con tales caracteristicas es denominada base propia del
endomorfismo.

La pregunta que nos falta por contestar es la siguiente ¢Bajo qué condiciones podemos construir
una base propia? La respuesta a esta pregunta nos la da el siguiente teorema:

Teorema [6]
Sea E un espacio vectorial real de dimension n. Sea f : E — Eun endomorfismo. f°
es diagonalizable si y sélo si se verifican las dos propiedades siguientes:

. Pf posee n raices reales iguales o distintas
e Para cada raiz A€ R de Pf se cumple que dim(V;) =k, donde k es la
multiplicidad de A.

Por lo tanto, el estudio de la diagonalizacion de un endomorfismo se reduce a los siguientes
pasos:

1. Seleccionamos una base del espacio vectorial

2. Hallamos la matriz asociada respecto a la base seleccionada

3. Determinamos los valores propios.

4. Determinamos el subespacio propio asociado a cada uno de los vectores propios.

5. Verificamos si se cumplen las dos condiciones del teorema anterior.
Toda matriz simétrica es diagonalizable. Ademas, se puede demostrar que siempre hay una base
propia ortonormal. Cuando esto es asi, se dice que la diagonalizacién es ortogonal.
Los vectores propios correspondientes a valores propios diferentes son ortogonales, por eso
cuando una matriz simétrica posee todos los valores propios diferentes se puede asegurar que la
base propia es ortogonal.
Si una matriz simétrica posee valores propios repetidos, se puede aplicar el método de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt para obtener una base propia ortogonal. Luego, normalizando

los vectores se obtiene la base ortonormal.

En la siguiente seccion analizaremos varios ejemplos de diagonalizacion de endomorfismos y
matrices.

Proyecto e-Math 8
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o Casos practicos
Ejemplo 1
Sea f:R> — R’ un endomorfismo definido por:
f(x,»,2)=(2x+4y+5z,-3x+5y+5z, z)
Veamos si [ es diagonalizable y, en caso afirmativo, determinemos una base propia y la matriz
diagonal.
La matriz asociada a f en la base candnica es
-2 4 5
M[f.cl=|l-3 5 5
0 0 1
El polinomio caracteristico es
-2-A 4 5
PA)=| -3 5-4 5 |=(1-2R-32+2)=1-1)’2-2).
0 0 1-1
Las raices del polinomio caracteristico son los valores propios. Estos son: A =1, de multiplicidad
2y, A =2, de multiplicidad 1.
El subespacio propio V,_;, asociado al valor propio A =1, esta formado por todas las soluciones
del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo:
-2-1 4 5 Yx 0
-3 5-1 5 |y|[=]0
0 0 1-1]z 0
De ahi que ¥, = {(x,y.2)€ R® : =3x+4y+5z = 0f=((55-1),(5.0.3))
El subespacio propio V,_,, asociado al valor propio A =2, estd formado por todas las
soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo:
-2-2 4 5 X 0
-3 5-2 5 y|=(0
0 0 1-2 1]z 0
De ahique V;_, = {(x,y,z) e R*: y=Xx, z= 0}: <(1,1,0)>
Una base propia es B =((5,5,-1),(5,0,3),(L,1,0)). La matriz asociadaa f en la base B
es la matriz diagonal
1 0 0
M[f,B]=|l0 1 0
0 0 2
Proyecto e-Math 9
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Observacion: permutando los vectores de esta base propia, obtenemos otra base propia y por
consiguiente otra matriz diagonal. Otra base propia es B'=((5,5,—1),(1,1,0),(5,0,3)) y la matriz

asociada a f en esta base es
I 00
M[f,B]=[0 2 0
0 0 1
Ejemplo 2

. . . 3 . .
Determinemos los valores y vectores propios del endomorfismo de R° cuya matriz asociada
respecto a la base canénica es

0 0 -1
A=(-1 1 1
0 2 -1
¢ Es diagonalizable la matriz 4 ?
El polinomio caracteristico es
-1 0 -1
PA)=|-1 1-42 1 [==A+31+2=2-1)(A+1)°.

0 2 -1-2
Las raices del polinomio caracteristico son los valores propios. Estos son: A =-1, de
multiplicidad 2y, A =2, de multiplicidad 1.

El subespacio propio V,_,, asociado al valor propio A =2, estd formado por todas las
soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo:

~2 0 -1Yx) (0
-1 -1 1 [y|=]o
0 2 -3]z] |o

De ahique V;_, = {(x,y,z) e R*: y=-3x, z= —2x}: <(1,—3,—2)>

El subespacio propio V,__,, asociado al valor propio A =-1, esta formado por todas las
soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo:

1 0 —-1Yx 0
-1 2 1 |y]|=|0
0 2 0|z 0

De ahique V,__, = {(x,y, z)€e R:z= x}z <(1,0,1)>

Proyecto e-Math 10
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La matriz 4 no es diagonalizable porque la multiplicidad del valor propio A =-1 es
2 #dim(V,_,)=1.

Ejemplo 3

1 -2
Determina si la matriz A = [2 1 J es diagonalizable.

El polinomio caracteristico es

1-4 =2
=A% 21 +5.

PA()‘): D) 1- 2

Este polinomio no tiene raices reales. La matriz A no es diagonalizable.

Ejemplo 4

El endomorfismo f:R3 — R? se define a partir de la imagen de los vectores de la base
canonica:

£(1,0,0) = (1,0,1)
£(0,1,0) =(0,1,2)
£(0,0,1) =(0,-2,1)

¢Es f diagonalizable?

La matiz asociada a f en la base canonica es

1 0 O
M[f,cl=lo0 1 -2
1 2 1
El polinomio caracteristico es
1-A 0 0
PA)=| 0 1-4 -2|=(1-AA*-21+5)
1 2 1-1

La Unica raiz real del polinomio caracteristico es A =1y tiene multiplicidad 1. Entonces, el
endomorfismo f no es diagonalizable.

Proyecto e-Math 11
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CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

o Diagonalizaciéon usando Mathcad
Ejemplo 1

Determinemos los valores y vectores propios de la siguiente matriz

211
M=|121
112
Definimos la matriz unidad:
100
I=]010
001,

Y luego calculamos polinomio caracteristico usando el comando Symbolic:

— - Modifiers
float complex assume
solve simplify  substitute
factor expand coeffs
collect Series parfrac
fourier laplace fdrans

invfourier invlaplace  imztrans
M — Ml —

2 .3
IM—&1] 54-90+61" -2
Para determinar las raices del polinomio caracteristico usaremos el comando solve de la barra
de herramientas symbolic:

Pi=4—9h+ 605 — A

4
Psolve,A —| 1

1

Entonces los valores propios son A =1, con multiplicidad 2, y A =4, con multiplicidad 1.

Proyecto e-Math
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Podriamos haber calculado directamente los valores propios usando la funcién
eigenvals:
v := eigenvals (M)

)
v—o|1
1

J

El subespacio propio V;_;, asociado al valor propio A =1, esta formado por todas las soluciones
del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo:

2-1 1 1 X 0
1 2-1 1 y|=[0
1 1 2-1]z 0
Es decir,
xt+y+z=0

En este caso, la solucién del sistema es evidente, z=-x—y, Vx,ye R.
De ahi que V,_, = {(x, y,2)eR iz=—x~ y}= (((1,0,~1),(0,1,-1))

El subespacio propio V,_,, asociado al valor propio A =4, estd formado por todas las
soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo:

2-4 1 1 X 0
1 2-4 1 y|=(0
1 1 2-41z 0
Para resolver este sistema vamos a usar la instruccion Given y la funcion find
En primer lugar le asignamos valores iniciales cualesquiera a las incégnitas:
x=1 y=1 z=1
Introducimos el sistema de ecuaciones después de la instruccion Given:
given
2x+y+z=0
X—2y+2z=0
xt+ty—-2z=0

Usamos la funcion find:

Proyecto e-Math 13
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Inzert Function I

Function Hame

Beszel

Complex Humbers

Curve Fitting freichen

Differential Equation Salving funcdecory

Exprezzion Type furncory

File Aoess funmap

e i = =

Ifind[var'l Jward,

Feturng the values of varl, war, ..., that solve a system of equations. ﬂ
Returnzs a scalar if only ane arqument, othenaise returns a wectar of
anzawerz. T hiz function must be preceded by gueszs values far each

argument and the kewword "Given'. j
@ | ] 4 I Inzert | Cancel |
Obtenemos:

2
find(x,y,2) —> | z

Z,

De ahique V;_, = {(x,y,z) ER :x=y= z}z <((1,1,1)>

Nétese que cualesquiera que sean dos vectores propios asociados a valores propios diferentes,
son ortogonales (el producto escalar es cero). Esto lo sabiamos de antemano porque la matriz

M es simétrica.

Si se desea obtener una base ortonormal que diagonalice M, se puede aplicar el método de
ortogonalizacion de Gram-Schmidt y luego, normalizar los vectores dividiéndolos por su norma.

Los vectores propios se pueden calcular directamente mediante la funcidon eigenvecs:

V= eigenvecs (M)
LN -_1.\/5\
3 2 2
1 1
Vol =43 0 =2
3 2
3 2

J

De antes sabemos que los valores propios se calculan mediante

Proyecto e-Math 14
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v := eigenvals (M)

4)
v—o|1
1y

Para obtener los vectores propios asociados a cada uno de los valores propios por separado

hacemos:
V.= eigenvecs (M)

Por tanto una base propia es:

po((45 45 B2 N2 22

37373 2772 272

En este caso, la base que hemos obtenido usando la funcion eigenvecs de Mathcad es
ortonormal.

La forma diagonal de la matriz M referida a la base B es:

S O &
S = O
- o O

Ejemplo 2
Veamos si la siguiente matriz es diagonalizable:

-1 3 6\
M=|-6 8 16
2 2 -4,

Los valores propios son

v .= eigenvals (M)

0
v—|1

2,
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Son todos reales y diferentes. La matriz es diagonalizable
Los vectores propios son
V .= eigenvecs (M)
\ \ 3 m)
1 0 17
V2
-2 o |-
—/5 \Y% —/1
NN G W 5 17
2 1 2
=4[5 —\17
0 5 17 V17

Ejemplo 3

La siguiente matriz no es diagonalizable en R :
0 -1

M =
1 0,

v := eigenvals (M)

V%(;)

Los valores propios no son reales

Ejemplo 4

La siguiente matriz no es diagonalizable

324\
M=[0 10
20 -3

Los valores propios son

v := eigenvals (M)

1)
v—| 1

1

)

El subespacio propio asociado al valor propio A =1 tiene dimensién 1 y la multiplicidad de este
valor propio es 2. En efecto, los vectores propios son:
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