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INTRODUCCION

Comenzamos el math-block presentando los principales conceptos relacionados con las ecuaciones y
sistemas de ecuaciones (ldentidad, ecuacién, sistema de ecuaciones, sistema de ecuaciones
lineales, etc). Presentamos la clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales (SEL) de acuerdo
a su solucién y enunciamos el teorema de Rouché-Frébenius, que es la principal herramienta para la
discusion de los SEL. Para poder aplicar dicho teorema necesitamos saber calcular el rango de
matrices, es por eso que una de las secciones del math-block se dedica al estudio del rango.
Presentamos varios ejemplos que ilustran los pasos a seguir para discutir los SEL con pardametros. Y
por ultimo discutimos algunos SEL con ayuda del programa Mathcad.

A parte de este math-block, para completar el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales

recomendamos los math-blocks titulados “Sistemas de Ecuaciones Lineales: Resolucion” y “Modelos
matematicos”.

OBJETIVOS

Conocer la clasificacion de los SEL de acuerdo a su solucion.

Conocer el concepto de rango de una matriz y los métodos de calculo.

Conocer y aplicar el teorema de Roucheé-Frébenius.

Discutir SEL con parametros.

Mostrar las posibilidades que brinda el programa Mathcad para discutir los SEL.
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CONOCIMIENTOS PREVIOS

Es recomendable haber leido, previamente, los math-blocks relativos a:

Algebra de matrices.
Determinantes.
Matriz inversa.

Ademas, recomendamos los introductorios a Mathcad.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

o Ecuaciones y sistemas de ecuaciones: Conceptos basicos
Una de las relaciones mas usadas en matematicas es la relacidén de igualdad “=", esta juega un
papel fundamental en el estudio de las ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Iniciaremos
nuestro estudio presentando algunos tipos de expresiones en las que intervienen igualdades. La
siguiente expresion indica la igualdad entre dos cantidades numéricas
(4-7—3)2 =625.
Diremos que esta es una igualdad numérica, mientras las siguientes expresiones, que indican la
igualdad entre expresiones algebraicas (aparecen variables),
3(x+y)=3x+3y
x> =3x=2x-6,
son denominadas igualdades literales. La primera igualdad literal es una identidad ya que se
verifica para cualquier valor numérico de las variables que en ella aparecen. En cambio, la
segunda igualdad literal es una ecuacién ya que sélo se verifica para algunos valores numéricos
de la variable que en ella aparecen. Estos valores son x =2 y x = 3.
Las soluciones de una ecuacion son los valores de las incognitas que satisfacen la igualdad. Y
resolver una ecuacion significa determinar todas las soluciones si es que existen. Veamos
algunos ejemplos:
1. Laecuacion lineal 4x —8 = 7x —3 tiene solucion x = —5. Esto se verifica sustituyendo:
5 5
44— 1-8=T7|1—=|-3
3 3
44 44
3 3
2. La ecuacion exponencial 3** —3* =3" —1 tiene solucion x=0. Al sustituir tenemos:
3 -3"=3"-1
1-1=1-1
0=0.
Proyecto e-Math 2
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3. La ecuacion diferencial y''+)'=0 tiene soluciéon y =c, +c¢,e ", donde c,,c, € R. Para
comprobarlo calculamos las derivadas y sustituimos: y'=—c,e ", y''=c,e ; al sustituir
se obtiene c,e” —c,e =0.

4. La ecuacion lineal 4x—5y+2z =3 tiene infinitas soluciones, algunas de ellas son las
siguientes:

X
0

Al
WIN[A N

1
1/2

En muchas ocasiones los problemas estudiados conducen a varias ecuaciones que relacionan
las mismas incognitas. En esos casos estamos en presencia de un sistema de ecuaciones. Las
soluciones de un sistema de ecuaciones son los valores de las incognitas que satisfacen la
igualdad en cada una de las ecuaciones del sistema. Discutir un sistema de ecuaciones significa
determinar si tiene soluciones y cuales son. Veamos algunos ejemplos de sistemas de
ecuaciones:

1. El sistema de ecuaciones lineales
x+y+z=2000
y+2z=1500
x+y+ %Z =1800
tiene solucion x =500, y =700 y z=800.

2. El sistema de ecuaciones lineales
x+y+z=2000
y+z=1500
4x+4y+3z=7200

tiene la misma solucion del anterior.

3. El sistema de ecuaciones polindmicas
y=5(x-1)
y=x—x°
tiene soluciones x =1, x = \/g y x= —\/g.
4. El sistema de ecuaciones exponenciales con dos incognitas
oY
28 -2 =0

tiene solucion x =1 e y=-1.

En todos los ejemplos anteriores la comprobacion de la solucion se obtiene de manera inmediata
por sustitucion. Noétese que los dos primeros sistemas de ecuaciones tienen la misma solucion,
en ese caso se dice que los sistemas son equivalentes.

Como hemos podido observar en los ejemplos anteriores, es facil comprobar si determinados
valores de las incognitas son solucion de una determinada ecuacién o sistema de ecuaciones.

Proyecto e-Math 3
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En cambio, en muchas ocasiones no es facil determinar si una ecuacién (o sistema de
ecuaciones) tiene solucion, y en caso de tener, no siempre es facil determinar con toda precision
todas las soluciones. Es por eso que desde la antigiedad los matematicos han dedicado mucho
tiempo y esfuerzo a determinar férmulas, métodos y algoritmos que permitan determinar la
solucion de cada tipo de ecuacién o sistemas de ecuaciones con que se han ido tropezando a lo
largo del desarrollo de nuestra civilizacion. En muchos casos el esfuerzo dedicado no ha sido en
vano, pero desafortunadamente en algunas ocasiones tenemos que conformarnos con valores
aproximados de la solucion después de haber realizado tediosos calculos manuales o con ayuda
del ordenador.

En los ejemplos anteriores hemos presentado varios tipos de ecuaciones o sistemas de
ecuaciones con el objetivo de ilustrar los conceptos de ecuacion, sistema de ecuaciones,
solucién de una ecuacién y solucién de un sistema, pero a lo largo de este math-block nos
limitaremos al estudio de los sistemas de ecuaciones lineales (SEL) que, por fortuna, son muy
faciles de discutir; en todos los casos podremos determinar si los SEL tiene soluciones y cuéles
son.

o Sistemas de ecuaciones lineales: Forma matricial

Un sistema de ecuaciones de la forma
ayx, +a,x, +--+a,x, =b,
Ay X +ayX, ++--+a,,x, =b,
amlxl + amZxZ +---t amnxn = bm

es denominado sistema de ecuaciones lineales (SEL) de orden mXn. Los SEL se pueden
representar en forma de producto de matrices como sigue:

a,, 4y o 4y, | X5 b,
ay dp Ay | X2 | b,
aml amZ ot amn xn bm

donde a; son los coeficientes, X, las incégnitas, y bg son los términos independientes. Este

producto suele escribirse en forma simplificada como A4-X = B. La matriz 4 = (aij) recibe el
nombre de matriz del sistema o matriz de los coeficientes. Otra forma clara de expresar los SEL
es a través de su matriz ampliada (A|B ):

a, a, - a,|b
Ay, Ay o ay,|b,
aml am2 amn bm
Ejemplo
Consideremos el siguiente SEL:
Proyecto e-Math 4
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x—=3y+6z—-8t=5
y+z=15
x+y—-3z+t=8

Su representacion en forma de producto de matrices es:

X
1 -3 6 -8 5
Yy
0 1 1 0 =15
11 -3 1]7] |3
t
La matriz del sistema es:
-3 6 -8
0 1 0
1 -3

La matriz ampliada es:

I -3 6 -85
0 1 1 0]15
1 1 -3 1]8

Como veremos mas adelante, el estudio del rango de la matriz del sistema y de la matriz
ampliada nos permitira determinar el numero de soluciones de los SEL. Es por eso que la
siguiente seccién esta dedicada al estudio del rango de una matriz.

0 Rango de una matriz
Dada una matriz de orden nXm, consideremos k filas y k columnas. Los elementos comunes a
estas filas y columnas consideradas forman una matriz cuadrada cuyo determinante es
denominado un menor de orden k de la matriz dada.
2 -3 4 1
Ejemplo: Consideremos lamatriz A=|—-4 6 —8 —2 | Un menor de orden 2 de la matriz
2 0 1 0
A se obtiene al seleccionar dos filas y dos columnas. Por ejemplo, si seleccionamos las dos
ultimas filas y las dos ultimas columnas obtenemos el siguiente menor:
-8 =2
M =
1 0
Otro menor de orden 2 es, por ejemplo, el que se obtiene de seleccionar las dos ultimas filas y las
columnas primera y tercera:
Proyecto e-Math 5
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-4 -8
N =
2 1

Dado un menor, M, de orden k, se denomina menor orlado al menor M a un menor de orden

k +1 formado por las filas que determinan a M y una cualquiera de las restantes, y las columnas
que determinan a M y una cualquiera de las restantes.

Ejemplo: Consideremos la matriz 4 y el menor M del ejemplo anterior. Entonces los menores
orlados a M son:
2 4 1
El menor-4 —8 —2|, que se obtiene al agregar la primera fila y la primera columna, y el
2 1 0
-3 4 1

menor | 6 —8 —2|, que se obtiene al agregar la primera fila y la segunda columna.
0 1 0

El rango de una matriz A,no nula, es un numero » que cumple las siguientes
condiciones:

1. Existe un menor de A, de orden r, distinto de cero.

2. Todos los menores de A de orden 7 +1 (en caso de que existan) son nulos.

El rango de una matriz A se denota por rg(A).

Ahora podemos decir que el rango de la matriz 4 del ejemplo anterior es 2, rg(A) = 2,ya que el

-8 =2
menor 1 0 = 2 es diferente de cero y todos sus menores orlados son nulos. Esto es,

2 4 1 -3 4 1
~4 -8 -2/=0 6 -8 —2=0
2 1 0 0 1 0

Recomendamos tener en cuanta los siguientes pasos al calcular el rango de una matriz:
1. Se suprimen todas las filas o columnas que estén formadas sélo por ceros.

2. Se observa, por simple inspeccion, si se aprecian filas o columnas que sean combinacion
lineal de sus paralelas y se procede a eliminarlas.

3. Se elige un elemento no nulo de la matriz, con lo que aseguramos que el rango es mayor o
igual a uno, al existir un menor no nulo de orden 1. A continuacion se orla este menor, es
decir, formamos un menor de orden 2 que contenga al nimero seleccionado. Si alguno de
los menores asi formados es no nulo, el rango de la matriz es al menos dos.

4. Repetimos este proceso de ir orlando el menor que ha resultado diferente de cero en el paso
anterior, hasta obtener un menor, de orden k # 0, que al orlarlo con las restantes filas y

columnas de la matriz, para formar menores de orden k+1, resulten todos ellos
determinantes nulos. Entonces podemos concluir que el rango de la matriz es £.

Proyecto e-Math 6
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Como ejemplo vamos a calcular el rango de la siguiente matriz:

2 3 0 2

1 011
M =

4 6 0 4

2 3 01

Al observar las filas vemos que la tercera es multiplo de la primera. Eliminamos la tercera fila y
obtenemos la siguiente matriz:

2 3 0 2
M=|1 011
2 3 01
Asi, 1g(M)=rg(M"). Seleccionamos el elemento de la primera fila y primera columna de

M' que es diferente de cero. Asi tenemos un menor no nulo de orden 1. Con esto sabemos que
rg(M) =rg(M') > 1. Ahora orlamos este menor a partir de la segunda fila y la segunda columna
y obtenemos

2 3
1 0
Ahora tenemos que rg(M)=rg(M') > 2. Si orlamos este menor a partir de la tercera fila y la
tercera columna, obtenemos

‘=0—3:—3¢0.

2 30
1 0 I|=(0+6+0)—(0+0+6)=0.
2 30

Y como este menor es nulo buscamos otro, el que se obtiene considerando la tercera fila y la
ultima columna. Asi obtenemos

23 2
1 0 1|=(0+6+6)—(0+3+6)=3=0.
2 3 1

No podemos seguir orlando este menor de orden 3 que es diferente de cero porque M' sdlo
tiene 3 filas. Entonces concluimos que rg(M) = 3.

Un detalle a tener en cuenta al calcular el rango de la matriz de un sistema de ecuaciones
lineales y el de su matriz ampliada es que se cumple la siguiente relacion: rg(A4) < rg(A|B)

El rango de una matriz también se puede estudiar a partir del concepto de dependencia lineal de
vectores o, de forma equivalente, del método de Gauss para escalonar matrices. Remitimos a los
interesados a las paginas 35 y 36 de [1].

o Clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales de acuerdo a su solucion.
Teorema de Roucheé-Frobenius

Los SEL se clasifican de acuerdo a su solucion en compatibles e incompatibles. Un SEL es
compatible cuando tiene solucién, en caso contrario se dice que es incompatible. A su vez, los
SEL compatibles se clasifican en determinados e indeterminados: un sistema compatible es
determinado si tiene solucion Unica, en caso contrario es indeterminado.

Proyecto e-Math 7
Financiado por la Secretaria de Estado de Educacion y Universidades (MECD)



D)((

UocC

www.uoc.edu Discusion de Sistemas de Ecuaciones Lineales

Teorema de Roucheé-Frobenius

Sea AX = Bun SEL de n incdgnitas. Entonces se cumple:
e 1g2(A)= rg(A|B) =n <> el SEL es compatible determinado;

e 12(A)= rg(A|B) <n <>el SEL es compatible indeterminado con n —rg(A)grados
de libertad;
e 1g(A)< rg(A|B) <> el SEL es incompatible,

Ejemplo 1

Consideremos el siguiente SEL:

3x+2y=1
x+y=0
2x -3y =2

Para discutir el sistema, primero determinamos la matriz del sistema y la matriz ampliada:

32 3 21
A=|1 1 (AB)=[1 10
2-3 2 -3[2

Como el menor

‘ =1 es diferente de cero y no es posible orlarlo, se obtiene rg(A4) = 2.

En la matriz ampliada si es posible orlar este menor:

3 2 1
1 1 0=(6+0-3)-(2+4+0)=-3+0. Entonces se obtiene que rg(A|B)= 3.
2 -3 2

De ahi que rg(A)< rg(A|B) y podemos concluir que el sistema es incompatible.

Ejemplo 2

A continuacion vamos a discutir el siguiente SEL:

2x+y=4
x+z=4
3x+y+z=8

Determinemos la matriz del sistema y la matriz ampliada:

Proyecto e-Math 8
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21 0 2 1 0|4
A=1 0 1| (AB)=[1 0 1|4
31 1 31 1|8

2
rg(A) =2 ya que

é =-1#0y |A| =0. Para ver que rg(A|B): 2 es suficiente con

darse cuenta que la dltima fila es la suma de las dos primeras. Asi, rg(A4) = rg(A|B)= 2 el

sistema es compatible. Como el nimero de incognitas es n =3, n=3>2=rg(A) = rg(A|B),
el sistema es compatible indeterminado con un grado de libertad.

En este caso es facil determinar todas las soluciones del sistema ya que, como hemos dicho
antes, la ultima ecuacion es la suma de las dos primeras. Por eso suprimiendo la ultima ecuacion
obtenemos el siguiente SEL

2x+y=4

Xx+z=4
que es equivalente al anterior. La solucion se obtiene expresando todas las variables en funcion
de una de ellas (un grado de libertad). Si expresamos todas las incognitas en funcién de z
obtenemos

X=4-z x=4-t
y=4-2(4-2z)=-4+2z oloqueesigual {y =—4+2t te R
z=2z z=t

Ejemplo 3

Consideremos el siguiente SEL:

3x—y=2
2x+y+z=0
3y+2z=-1

Para discutir el sistema de ecuaciones, vamos a determinar la matriz del sistema y la matriz
ampliada:

3 -1 0 3 -1 0]2
A=2 1 1| (4B)=]2 1 1]o0
0 3 2 0 3 2[-1

Como |A|=(6+0+O)—(0—4+9)=1¢O, tenemos que rg(A)=3. De ahi que

rg(A)= rg(A|B): n =3, por lo que el sistema es compatible determinado.

En este caso, como la matriz del sistema es cuadrada y su determinante es diferente de cero,
podemos calcular su matriz inversa y resolver el sistema de ecuaciones de la siguiente forma:

-1 . -

Calculamos A4 manualmente o usando mathcad mediante el comando X1 de la barra de
herramientas Matrix (ver el math-block sobre matriz inversa para profundizar en los métodos de
calculo). En cualquier caso obtenemos

Proyecto e-Math 9
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-1 2 -1
Al =[-4 6 -3
6 -9 5

Expresamos el SEL en forma matricial:

3 -1 0Yx 2
2 1 1|y|=|0
0 3 2]z -1
Multiplicamos por 4~ por la izquierda y obtenemos:
X -1 2 -1Y2 -1
vi=[-4 6 =3[0 |=[-5
z 6 -9 5 |-1 7

Entonces, la solucion del sistemaes x=—-1, y=-5y z="7.

En este math-block no perseguimos como objetivo estudiar en detalle todos los métodos para
resolver los SEL. Un estudio detallado de dichos métodos aparece el math-block titulado
“Sistemas de Ecuaciones Lineales: Resolucién”.

o Sistemas homogéneos

Diremos que un SEL es homogéneo si todos sus términos independientes son cero. Un SEL
homogéneo es de la forma:

a;Xx,+a,x,+---+a, x,=0
a, X, tayXx, +-+a,x, =0

a_ X, +a ,x,+---+a_x =0
Matricialmente se expresa asi:
AX=0
En consecuencia la matriz ampliada tendra la ultima columna de ceros, de forma que
rg(A) = rg(A|O) . De ahi que, segun el teorema de Rouché-Frébenius, podemos afirmar que los

sistemas homogéneos siempre son compatibles. De todas formas, para llegar a esta conclusion
no necesitdbamos usar este teorema ya que, como la suma de ceros es cero, los sistemas
homogéneos siempre admiten la solucién trivial

X, =X, =-=x,=0.
Entonces para clasificar los SEL homogéneos de acuerdo a su solucién sélo tenemos que
averiguar si rg(A) =n. En caso afirmativo el sistema es compatible determinado por lo que la
Unica solucion del sistema es la trivial. En caso contrario, cuando rg(A)<n, el sistema es
compatible indeterminado.

Como ejemplo consideremos el siguiente SEL homogéneo:

Proyecto e-Math 10
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X+y+z=0
x—-y+z=0
-x+2y+z=0
La matriz del sistema es
1 1 1
A= 1 -11
-1 2 1

cuyo determinante es |A| =(-1-1+2)—(1+2+1)=-4#0. Entonces rg(A) = 3. El sistema
es compatible determinado; sélo admite la solucion trivial.

o Discusién de sistemas de ecuaciones lineales con parametros
En esta seccion presentamos algunos ejemplos de discusion de sistemas de ecuaciones lineales
con parametros. En todos ellos aplicaremos el teorema de Rouché-Frébenius.
Ejemplo 1
Clasifiquemos el siguiente sistema de ecuaciones de acuerdo a su solucion (k€ R)
x+y+z=1
ky+kz=2
kx+ky+z=1
En primer lugar vamos determinar la matriz del sistema y la matriz ampliada:
1 1 1 1 1 1]1
A=|0 k k (AB)=|0 k k|2
k k 1 k k 1]1
Estamos estudiando un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas, por eso el rango de la matriz
del sistema es menor o igual que 3. Para que este sistema sea compatible determinado se tiene
que cumplir que el determinante de la matriz del sistema sea diferente de cero. Veamos para qué
valores del parametro k el determinante es cero. El determinante de A es:
Al =(k+k* +0)—(k* +k> +0) =k —k* =k(1-k).
Asi, |A| =0 k=00 k=1. Entonces podemos concluir que para todos los valores del
parametro k diferentes de 0 y de 1 se cumple que |A| #0 'y, por consiguiente,
rg(A) = rg(A|B)= n=3. Es decir, el sistema serd compatible determinado para todos los
valores reales del parametro k exceptopara k=0 y k =1.
Ahora vamos a clasificar el sistema para los casos k=0 y k=1
Caso k=0:
Las matrices son
Proyecto e-Math 11
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1 1 1 1 1 1)1
A=[0 0 0|y(AB)=|0 0 02
0 0 1 0 0 1]1

Ya sabemos que rg(A) <3 porque |A| =0. Veamos si rg(A|B) = 3. Para eso vamos a elegir

menores de orden 3 para ver si alguno es diferente de cero. En efecto, el menor formado por las
tres ultimas columnas es diferente de cero:

111
0 0 2/=(0+0+0)—(0+0+2)=-2%0.
01 1

De ahi que rg(A|B) =3>rg(A) y concluimos que para k = 0 el sistema es incompatible.

Caso k=1:

En este caso tenemos

111 11 11
A=|0 1 1|y(AB)={0 1 12
111 11 1)1

Ya sabemos que 1g(A) <3 porque |A| = 0. Si encontramos un menor no nulo de A de orden 2

podremos decir que 1g(A) =2. Elegimos el menor que resulta de seleccionar las dos primeras

filas y las dos primeras columnas:

1

1
=1-0=1=0.

0 1

Entonces concluimos que rg(A) =2. Necesitamos calcular el rango de la matriz ampliada. Ya

sabemos que 2 =1g(A) < rg(A|B) por eso pasaremos directamente a calcular los menores, de
orden 3, de la matriz ampliada. Estos son:

111
[Al=0, I 1 2[=0y
111

—_— 0

11

1 2/=0

11

Entonces rg(A|B) =2=r1g(A). Ahora podemos concluir que para k=1 el sistema es
compatible indeterminado con un grado de libertad (n —rg(A)=3-2=1).

Ejemplo 2

Clasifiquemos el siguiente sistema de ecuaciones de acuerdo a su solucién (ke R)

kx+y+z=k
x+ky+z=k
x+y+kz=k

En primer lugar vamos determinar la matriz del sistema y la matriz ampliada:

Proyecto e-Math 12
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k 1 1 k 1 1]k
A=[1 k 1 (A|B) =1 k 1k
1 1 k 1 1 kk

Estamos estudiando un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas, por eso el rango de la matriz
del sistema es menor o igual que 3. Para que este sistema sea compatible determinado se tiene
que cumplir que el determinante de la matriz del sistema sea diferente de cero. Veamos para qué
valores del parametro k el determinante es cero. El determinante de A es:

A=K +1+D)—(k+k+k) =k* =3k +2 = (k-1)’(k +2).
Asi, |A| =0 k=10 k=-2. Entonces podemos concluir que para todos los valores del
parametro k diferentes de 1 y de -2 se cumple que |A| #0 vy, por consiguiente,

rg(A) =rg(A|B)=n = 3. Es decir, el sistema serd compatible determinado para todos los

valores reales del parametro k excepto para k=-2 y k=1.
Ahora vamos a clasificar el sistema para los casos k=-2 y k=1
Caso k=-2:

Las matrices son

-2 1 1 -2 1 11]-2
A=|1 =2 1 AB)=[ 1 -2 1]-2
1 1 =2 1 1 =2-2

Ya sabemos que en este caso rg(A) <3 porque |A| =0. Veamos si rg(A|B) =3. Para eso

vamos a elegir menores de orden 3 para ver si alguno es diferente de cero. En efecto, el menor
formado por las tres ultimas columnas es diferente de cero:

11 =2
—2 1 —2/=(-2-8-2)—(2+4+4)=—18 0.
1 -2 =2

De ahi que rg(A|B) =3>rg(A) y concluimos que para k = -2 el sistema es incompatible.
Caso k=1:

En este caso tenemos

111 11 1t
A=[1 1 1|y @AB=|11 1]
111 11 1)1

El rango de estas matrices no es cero porque tienen elementos (menores de orden 1) diferentes
de cero. Ademas, como en ambas matrices las tres filas son iguales obtenemos que

rg(A) = rg(A|B) =1. Ahora podemos concluir que para k=1 el sistema es compatible
indeterminado con 2 grados de libertad (n —rg(A) =3-1=2).

Proyecto e-Math 13
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Ejemplo 3 [5]

Hallar los val

ores de ay b para que el sistema:

Xx+2y—-3z=0
2x+5y—-8z=0
ax+by+3z=0

ax+y+bz=0

admita soluciones distintas de la trivial (x=y=z=0).

La matriz del

sistema es:
1 2 =3
2 5 -8
A=
a b 3
al b

El sistema es homogéneo por eso siempre admite la solucién trivial. Como buscamos soluciones
distintas de la trivial, necesitamos determinar los valores de a y b tales que rg(A) < 3. En otras

palabras, necesitamos determinar los valores de a y b tales que todos los menores de orden 3
sean cero. Los menores de orden tres son:

1 2 -3
2 5 -8
a b 3
1 2 -3
2 5 -8
a 1 b
2 5 -8
a b 3
a 1 b

=(15-6b—16a)— (152 +12—8b)=—a+2b+3=0

=(5b—6-16a)—(~15a+4b—8)=—a+b+2=0

—a+2b=-3
—a+b=-2

b=-1=a=1

=(2b* +15a —8a) —(—8ab+ 6+ 5ab) = 2b* +7a+3ab—-6=0

Sustituyendo comprobamos que b =—1 y a =1 son solucién de la ecuacion anterior.

1 2 -3

a b 3|=(b’+6a-3a)—(-3ab+2ab+3)=b’+3a+3ab-3=0

a1l b

Sustituyendo comprobamos que b =—1 y a =1 son solucién de la ecuacion anterior.

Asi pues, concluimos que las soluciones no triviales del SEL inicial se obtienen para los valores
b=-1ya=1.

Proyecto e-Math
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CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

o Usando Mathcad

Utilizando la funcién rank del programa Mathcad podemos calcular el rango de una matriz.

Insert Funection

Function Categaory Function Mame

N
Curve Fitting
Differential Equation Solving
Expreszion Type

File Aocess
Finance

Cririmr Trowmcmbomrerns rhiemen

|an::u:ns[2]

Returnz the angle (in radianz] whoze cosine iz z. Principal walue for
complex z.

@ k. | |nzert Cancel

Para ello introducimos la matriz estudiada y le aplicamos la funcion rank.
Ejemplo:

Introducimos la siguiente matriz:

111
A=|l1 -11
-1 2 1,
Calculamos su rango:
rankl &) =3

Como ejemplo de discusion de SEL con ayuda de Mathcad vamos a retomar uno de los SEL con

parametros estudiados anteriormente.

Ejemplo:

Clasifiquemos el siguiente sistema de ecuaciones de acuerdo a su solucion (k€ R)

x+y+z=1
ky+kz=2
kx+ky+z=1

Proyecto e-Math
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En primer lugar vamos introducir la matriz del sistema:

111\

A=|0kk

k k1,
Ahora calculamos su determinante con ayuda del comando Symbolic:

— " hodifiers
float complex assume
solve simplify  substitute
factor expand coeffs
collect Series parfrac
fourier laplace frans

invfourier invlaplace  imztrans
M — ' —
|A] k- K

Igualamos a cero y resolvemos: k(I—k)=0. Asi, |A| =0 k=0 o k=1. Entonces
podemos concluir que para todos los valores del parametro k diferentes de 0 y de 1 se cumple
que |A| # 0 vy, por consiguiente, rg(A) = rg(A|B)= n = 3. Es decir, el sistema sera compatible

determinado para todos los valores reales del parametro k excepto para k=0 y k=1.
Ahora vamos a clasificar el sistema para los casos k=0 y k =1.

Caso k=0:

La matriz del sistema tiene rango 2
111

A=1000 rank(A) =2
001
Mientras que la matriz ampliada, que para el calculo con mathcad la denotaremos por AB, tiene

rango 3

1111
AB:=(0 0 0 2
0011

rank(AB) =3

De ahi que rg(A|B) =3>2=rg(A) y concluimos que para k =0 el sistema es incompatible.

Caso k=1:

Ambas matrices tienen rango 2, esto es,

Proyecto e-Math 16
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111
A=l011 rank(A) =2
111
1111
AB:=[0112 rank(AB) = 2

Entonces rg(A|B) =2=rg(A) y podemos concluir que para k =1 el sistema es compatible
indeterminado con un grado de libertad (n —rg(A)=3-2=1).
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