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INTRODUCCION

El principal objetivo de este tema es alcanzar un amplio conocimiento del comportamiento de
una funcién real de una variable en cualquier punto de su dominio. También, pretendemos
ser capaces de determinar los elementos graficos mas significativos de cualquier funcion sélo
con el conocimiento de su expresion analitica.

En el tema presentamos los elementos fundamentales para efectuar un estudio local de una
funcion alrededor de un punto, es decir, para ser capaz de determinar si en dicho entorno la
funcién es creciente o decreciente, si es concava o convexa, si presenta un maximo o un
minimo, etc. También describiremos los comportamientos asintéticos que presentan algunas
funciones.

En muchos problemas cientifico-técnicos existe una dependencia entre las diferentes
magnitudes o variables que intervienen y, a menudo, la planteamos en forma de funcién para
poder entenderlos y estudiarlos mejor.

OBJETIVOS

1. Ver la simetria y periodicidad de una funcion.

2. Calcular el dominio de una funcion.

3. Encontrar los puntos de corte de una funcion con los ejes.

4. Representar las regiones: signos de la funcion.

5. Determinacién de los intervalos de monotonia: extremos relativos.
6. Comportamientos asintéticos de una funcién: ramas infinitas.

7. Determinacioén de los intervalos de curvatura: puntos de inflexion.

8. Representacién grafica de la funcion.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir con éxito esta unidad es recomendable haberse leido los siguientes Math-
blocks: Uso basico del Mathcad, Funciones de una variable, Limites de funciones,
Continuidad y Derivacion.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

o Meétodo para representar graficamente una funcién:

Etapa previa:

e Comprobar si f es par [f(x)=Ff(-x)], o impar [f(x)=-f(x)]. Si es asi, basta estudiarla en R".
Ver Figura 1.
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e Comprobar si f es periodica f(x)=f(x+k), k es el periodo. Si lo es, basta estudiarla en
un intervalo de longitud igual a un periodo. Ver Figura 2.

f(x) = x* es par f(x) = x> es impar
100 | 1000 I
f(x) 50 — f(x) 0 -
0 ~1000 :
=10 0 10 10 0 10
X X
Figura 1

f(x)=sinx periodo 2pi

Figura 2

Primera etapa:

e Determinar las regiones de f, sefialando el dominio sobre la recta real junto a las
discontinuidades de f (nos daran las asintotas verticales), sus raices (puntos de corte
con el eje de abcisas) y los puntos donde la funcién cambia de tramos: Sean estos
puntos: ay, a4, ...,a,. Asi sabremos los intervalos en que f es positiva o negativa. Ver

esquema 1.
Signo f \J + \J \J \J + \J + \J
ao ais - a . as aq as
Esquema 1
Proyecto e-Math 3
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e Calcular las asintotas:

1. Verticales: rectas de ecuacion x = a que cumplen lim f'(x) = oo,
x—>a-

2. Horizontales: rectas de ecuacion y = b que cumplen lim f(x)=5.
xX—>o0

3. Oblicuas: rectas de ecuacion y = mx+n que cumplen:

m= lim /()

x—>to X

, n= lirP(f(x)—mx)).

La gréfica de una funcidon puede cortar una infinidad de veces a sus asintotas
horizontales u oblicuas.

0.8 ™

— 0216 4 | | | | |
=20 —-10 0 10 20 30 40

— 15.708, X J31.416,

Segunda etapa:

Calcular f’, sus raices, sus discontinuidades y los puntos donde la funcién cambia de tramos
(X0, X1, ...,Xn). Hacer un esquema de monotonia (crecimiento y decrecimiento) indicando los
extremos relativos (maximos y minimos). Ver Esquema 2.

f’ >0 = f crece (escribiremos ).

f’ <0 = f decrece (escribiremos \4 ).

f’ =0, 6 no existe = posible extremo relativo (cambio de monotonia).

PR

Esquema 2

signo f’

+
monotonia ko )?1
/ Max
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Tercera etapa:

Calcular f 7, sus raices, sus discontinuidades y los puntos donde la funcién cambia de tramos
(co, C1, ...,Cn). Hacer un esquema de curvatura (concavidad y convexidad) indicando los
puntos de inflexion. Ver Esquema 3.

f” >0 = f céncava (escribiremos \\__7 ")

f” <0 = f convexa (escribiremos m )

f” =0, 6 no existe = posible punto de inflexion (cambio de curvatura)

signo f” - - + + -
cuvatura o /N, &1 0, & 7 G (s (/N Cs
pto pto
inflex inflex
Esquema 3

o Estudio de la funcion logistica en el crecimiento de poblaciones.

Cuando el habitat impone limitaciones sobre el crecimiento de poblaciones, éste no puede
continuar indefinidamente, pues es evidente que en la naturaleza todos los procesos son
finitos. Es decir, a la larga, el tamaio de la poblacidon se estabilizara. La funcidon que mas se
usa con el propésito de modelar un crecimiento restringido de este tipo se denomina modelo
logistico. Este se basa en la suposicion de que el tamafio de la poblacién estd dado por la
siguiente funcion:
_ Vm
y= —kt
1+ ce

en donde también esté presente la funcion exponencial con exponente negativo. Aqui y es el
tamafio de la poblacion en el instante t, y y,,, ¢ y k son tres constantes positivas. Una grafica
tipica de esta funcion logistica es:

Ya

Yim == m L

Yo

Proyecto e-Math 5
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Nétese que cuando t se hace muy grande, e™ se hace muy pequefio, de modo que el
denominador de la funcion se acerca cada vez mas a 1. Por tanto, y tiende a y, a medida
que t crece. Esto se hace evidente al observar la grafica de la funcion, la cual se estabiliza y
se aproxima a la linea horizontal y = Ym al tender t al infinito.

Cuando t = 0, el valor de y se denota por y,. Sustituyendo t = 0 en la funcién, tendremos que:

Ym  _ Vm
l+ce ™ l+c

Yo =

Si el valor inicial yode y es mucho mas pequefo que y,, el tamafo de la poblacién presenta un
periodo de crecimiento para pequefios valores de t que aproximadamente es exponencial.
Después, sin embargo, el crecimiento se suaviza y por ultimo se estabiliza, acercandose a y,,
cuanto t se hace muy grande.

La ecuacion logistica se utiliza en muchas situaciones aparte del crecimiento de poblaciones.
Las propiedades cualitativas esenciales de la funcion logistica son que para valores pequefios
de t recuerda la funcién exponencial, mientras que en el caso de valores grandes de t se
estabiliza aproximandose cada vez mas a cierto limite. Estas caracteristicas son comunes a
varios fendmenos y explican la amplia aplicacion de esta f uncion.

Otro ejemplo de la aplicacion de estas funciones aparece en la difusion de la informacion a
través de una poblacion. Digamos que la informacion sea un fragmento de una noticia, un
rumor o el conocimiento de un nuevo producto que acaba de lanzarse al mercado. Si P
representa la proporcién de la poblacién que esta enterada de la informacion, para valores
pequefios de t, P es pequefia, y por lo regular crece en forma exponencial. Sin embargo, P no
puede exceder de 1 y a medida que t se hace mas grande, P se aproxima cada vez mas a
este valor, cuando la informaciéon se difunde a través de la poblacién entera. Usando la
ecuacion logistica, modelariamos P por medio de la expresion:

Un ejemplo concreto seria el siguiente:

Al tiempo t = 0, el 10% de todos los internautas han oido algo acerca del inminente colapso
financiero de una gran aerolinea. Dos horas mas tarde, el 25% de ellos lo han oido. Veamos
como quedaria la férmula:
1 1
Sit=0=P= = =01=>1+c=10=c¢c=9
l4+ce ¥ 1+c

z=2:>P=;k2=o.25:>1+9e‘2" —4=
1+9¢

— e 2k =%:> 2k =Ln(1/3)=k :%Ln3

P= S0 =

" et

1+9 2

La grafica, con la ayuda del Mathcad, quedaria:

Proyecto e-Math 6
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Dada la funcion:

—x*+x+2 . 0
S =" x42 T
e six>0

Estudiarla y representarla con el Mathcad.

Evidentemente, f no es par, impar ni periédica.

Primera etapa:

e Regiones de f

Domf = R—{2}. Pues en el primer tramo (x<0) tenemos una funcion racional cuyo
denominador se anula en —2<0 (x+2 = 0). En el segundo tramo no tenemos ningun problema

pues la funcién exponencial e>* esta definida en todo R.
Luego tenemos una discontinuidad y una asintota vertical en x = -2.

Para calcular las raices analizamos las funciones de cada tramo por separado (las igualamos
a cero).

2

—x“+x+2=0, que tiene por soluciones x =2y x = -1

€3x > (0 la funcion exponencial no se anula nunca (siempre es estrictamente positiva).

Sélo nos quedamos con aquellos puntos que pertenecen al dominio del primer trozo. Es decir,
s6lo nos quedamos con x = -1. Este punto sera el unico punto de corte con el eje x.

Esquema de las regiones:

f(—15) = W = —35

signo f + | |

[ [
f3)==2=102 : 1 /(-05)=

-1.75

+

| +
|
=0.83 0 f(1)=¢>=19.9

—_—

25
1.5

e Asintotas

Ya hemos visto que hay una asintota vertical en x = -2. En efecto, para x = -2, la funcién no
esta definida y diverge hacia + oo :

—xP+x42 -22-242 -4

lim +00
x—-2" x+2 0- 0"
. —x4x+2 -22-2+42 -4
lim = - _»
x—-2* x+2 0" ot
Proyecto e-Math 8
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Entonces tenemos una asintota vertical de férmula: x = -2.
Por otro lado,

3x

lim, ., f(x)=lim,_, e =+
—x? 4+ x+2
lim, ., f()=lim,, , —~ X"
x+2

por tanto no hay asintotas horizontales.

Veamos que hay, también, una asintota oblicua de formula y = -x+3:

2
1imH_wM:hmH_wx2;“2=—1:m:—1
x x°+2x
2
lim, . (f()—mx)=lim,_, , —~ T F2 o fim T2 5,3
X+ x+2
Segunda etapa:
e Calculodef
—x7+x+2 , 2x+1D)-(x+2)—(—x* +x+2)-1
f="E R (g S DC LE
. x+2 (x+2)
Si x<0
_—2x2—4x+x+2+x2—x—2_—x2—4x_—x(x+4)
(x+2)? (x+2)? (x+2)?
, —x(x+4) x=0
ff()=—"5"=0x(x+4) =0
(x+2) =—

Six>0 f(x)=e™ = f'(x)=3e™ >0 VxeR

e Esquema de monotonia
Para determinar las regiones de crecimiento y decrecimiento tomaremos como referencia los
siguientes puntos: puntos donde la funcién cambia de tramo (x = 0); puntos donde la funcién
derivada no esta definida (x = -2); puntos donde la derivada se anula (x = -4, x = 0). para

determinar el crecimiento y decrecimiento, seleccionamos un punto de cada subintervalo y
evaluamos el signo de la primera derivada:

signof’  f(-5)<0 £(-3)>0 £(-1)>0 £(1)>0

| | |
monotonia \ -4 / -2 / 0 /
Min.

Proyecto e-Math 9
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Intervalo punto Derivada Monotonia
(-0, -4) -5 f(-5)<0 Decrecimiento
(-4,-2) -3 f(-3)>0 Creciente
(-2,0) -1 f(-1)>0 Creciente
(0,+ ) 1 f(1)>0 Creciente

Tercera etapa:

e Calculo de f”

oo —x’—4x ., :(—2x—4)-(x+2)2—(—x2—4x)-2-(x+2):
Six<0f(x)_ (x+2)° =/ (x+2)*
_(2x-4)-(x+2)—(-x*-4x)-2  -2x*-8x—8+2x +8x -8
- (x+2)* - (x+2)° C(x+2)°

Six>0 f'(x)=3e™ = f"(x)=9* >0 VxeR
e Esquema de curvatura

Para determinar las regiones de concavidad y convexidad tomaremos como referencia los
siguientes puntos: puntos donde la funcién cambia de tramo (x = 0); puntos donde la funcién
derivada segunda no esta definida (x = -2); puntos donde la derivada se anula (ninguno). Para
determinar la concavidad y convexidad, seleccionamos un punto de cada subintervalo y
evaluamos el signo de la segunda derivada:

signof”  7(3)0 £ (-1)<0 | f7 (1)>0
[ [

curvatura -2 0
\ N NN 2

Inflex

Notar que x = -2 no es un punto de inflexion, pues en -2 la funcién no esta definida.

Se podrian haber hecho los limites y las derivadas con Mathcad.

=
@ File Edit Wiew Insert Format Math Symbolics  Wwindow Help — Iﬂlil
|D-2REGRY|:E=@o «|T: (wo= B2 587
| B A [ x= |2 < 21 af # |[Nomal = farial = = e r
—x2+x+2 —2x+ 1) Il—:(2+1(+2j (x+ 4D ilj
fix) = —2 %xf(x) — - 2 Simplify —x-—2 =2 B2 =
+ +
* G2 qey x+2 Nl
e -z (=2 + 1) I:—xz bt - -2 xf xfy xfy
—f0) -2 2 +2 7 Simplify 3
+
e G+ ey (x+ ) (x+ 2 x|
& A o
lim f(x) —-w  lim (51 — o m e e lm f) — e ko= 1
x—>-2t x— -2 ¥ —% oo ¥ - — [ =T
lim  Tim_ lim
f(x) =@ =at -
lim —= -1 m  fi)+x —3
x— —oo X X o
Ll | | 3
Insert or modify a hyperlink ko another document AUTO Page 1 A
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La grafica, con la ayuda de Mathcad, quedaria asi:

o1
lg Fil=  Edit Wiew Insert Formak Math  Symbolics  Window  Help — =1 =]
|o-sa @by | sE@o o[ (we =& @ (o =& 2|
[[Mermal i | Y o =B 7z ull===:i=:=|| @+ = |2 <E[3]
. =
B e R £
i Add Line —
e ir x=0 i otherwise
for wehile
hreak continue
#=-10,-9.9.2 return an errar

JEN _’l;I

For Help, press F1 AUTO Page 1 =

2. Encontrad los extremos relativos, los puntos de inflexién y las asintotas de la siguiente
3

funcién: f(x) = >y representadla.

(1)

En primer lugar estudiaremos los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion asi
como los maximos y minimos. Calculemos la primera derivada:

f'(x)—i x’ _3x2(x+l)2—x32(x+1) B x2(3(x+1)—2x)_x2(x+3)
Sa 1)) (cr1) R ) S P

A partir del signo de la primera derivada podemos afirmar que la funciéon crece en los
intervalos (— oo,—3) y (— l,oo) mientras que decrece en (— 3,—1). Esta expresion se anula

solamente cuando x =0 y cuando x = -3. Calculemos las derivadas segundas en estos
puntos notables:

. (X d((x+3)) (2x(x+3)+ 2 fx+1F —x(x +3)3(x +1)°
') = T T 3T 6 =
dx? \ (x +1) dx\ (x+1) (x+1)
:(3x2+6xXx+l)—x2(x+3)3:3xx2+3x+2—x2—3x:6 X
(x+1)" (x+1)" (x+1)*
Proyecto e-Math 11
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Entonces tenemos que f''(x =-3) = 16 <0y f"(x=0)=0. Con el primer resultado

' . . 27
podemos afirmar que en x =—3 la funcién presenta un maximo: (x,y): —3,——|. Hay

que calcular las derivadas de orden superior para determinar el tipo de punto notable en
x =0 aunque basta con fijarse que a la izquierda y a la derecha de dicho punto, la primera
derivada es positiva, con lo que se puede afirmar que x=0 es un punto de inflexion:

(x,y) = (0,0). No obstante, lo verificaremos efectuando el calculo de la derivada tercera:

won_d (X ) d( 6x ) 6(x+1)—6xd(x+1)’ _1-3x
4 (x)_dx3[(x+l)2j_dx((x+l)4j_ Ge) Gy

Y como f"'(x=0)=6#0 tenemos en x=0 un punto de inflexién (con tangente plana

puesto que f'(x=0)=0). La funcion es creciente en x=0 debido a que la tercera
derivada es positiva.

A partir del signo de la segunda derivada —positiva a la derecha del eje y, y negativa a su
izquierda— también podemos afirmar que en x =0 tenemos un punto de inflexion. A la
derecha de cero, la funcidén es concava mientras que a la izquierda es convexa.

Para estudiar el comportamiento asintético nos preguntamos si hay puntos de la recta real
donde la funcion diverge (no esta definida). En efecto, para x =—1, la funcién no esta
definida y diverge hacia — oo por ambos lados:

X -1 -1 X 1 -1
im ——=———=—=—© im ———m7 =— = —

S o) O S of o
Entonces tenemos una asintota vertical de formula: x =—1.

Para discernir si existen asintotas oblicuas, calcularemos el limite de la funcion dividida por x
para x — 400 y para x — —00:

x’ x’
2 3 2 3
) S S i 8y
X—>+0 X X—>+0 X(X + 1) X—>—0 X X——00 X(X + 1)

En ambos casos, los limites existen y valen +1. Asi pues tenemos asintotas oblicuas con
pendientes positivas e iguales a + 1. Calculemos la ordenada en el origen de cada asintota:

. =2x*—x
= lim =

ESNN —2—x
X—>+00 (x + 1)2 X—>+00 (X + 1)2

: ’ L =2x7—
o)

-2

Proyecto e-Math 12
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Cuando x — 400 y cuando x — —o0 la curva se aproxima a y =x—2, que es la Unica
asintota oblicua de la funcion.

Por ultimo, hacemos la tabla resumen:

X | (~o0,-3) -3 (-3,-1) -1 (-1,0) 0 (0,0)
-, negativa | _ 27/4 -, negativa -, negativa 0 +, positiva
Maximo .
Asintota
V' +, crece 0 -, decrece vertical +, crece 0 +, crece
y'"| - convexa | _9/32 | - convexa -, convexa | Puntode |+, concava
inflexion
Todos los calculos se hubieran podido haber hecho con el Mathcad:
=TET
@ File Edit Wiew Insert Format Math Symbolics Window Help ;Iilll
[D-BH|SGRY| s E2B|(oce|™: [®e =8 |[u: 5 4@?‘
|8 # [/ +=[1% <€ 31 ap ®[[fona e S ~Bzul==sEE|
; b o
i) = —- S o3 -z Simplfy 0T s
(x+ 1) @+ @’ @+ 1’ o o
; 5 5 2 xf xfy xfy
%f(x) e RPN Simplify & 2 gx = Ejf(x) g-7=-1125  gh=0
L O S G+ D
- 3
1331’()() - —3— 454 7 - 24 v Simplify 68 by = izf@ by =6
i T LA O o S e G+ D
T R T T TR T G R L T
= -1 = -1 x—=o ¥ r=-wm ¥
K -

Press Fi far help,

3
aumo [ [ Pael 4

Que nos permitira construir con Mathcad la gréfica de la funcién (en rojo) junto con su

asintota oblicua (en azul):

Proyecto e-Math
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20T
X—2
X l " l
—2 —20 . 0 20
(x+1)
_20 a4

3. Dada la funcién h(x) = x sin(1/x), se pide:
a) Represéntala graficamente en el intervalo [-5,5].

b) Segun el grafico, ¢cuanto parece valer el limite de h(x) conforme x tiende a infinito?
Compruébalo numéricamente (con Mathcad)

c) Segun el grafico, ¢cuanto parece valer el limite de h(x) conforme x tiende a 0? (realiza
un “zoom” para obtener una mejor visualizacion de la funcién). Evalua la funciéon h(x)
en unos cuantos valores cercanos a 0 para contrastar tu respuesta anterior.

d) Intenta usar Mathcad para evaluar h(0). ;Qué ocurre? ;Es h(x) continua en x = 0?
(compruébalo manualmente).

Veamos como podemos hacerlo con las plantillas que lleva incorporadas el Mathcad.

a) i
| GRAFICA DE UNA FUNCION
Quick X-Y Plot of a Function
. (1 _
Funcién : f(x) = x- Sl“(_) Escala: rl =5
X
Nota: En este ejemplo la funcién se ha dibujado para valores
comprendiddos entre —r] < x < rl, —rl < y < rl
f(x) over Range -rl torl
f ! !
-5 0 5
_5 -t
Proyecto e-Math 14
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b) Graficamente parece que cuando x tiende a infinito la funcion tiende a un nimero de forma asintética,
es decir, parece que haya una asintota horizontal a la cual se aproxima cada vez mas la funcion.

c) Graficamente se ve que el limite de h(x) conforme x tiende a 0 es también cero. Para ello se puede
utilizar la herramienta del zoom o la plantilla de mathcad anterior dando como escala un valor
cercano a cero, por ejemplo 0.1.

| GRAFICA DE UNA FUNCION
Quick X-Y Plot of a Function

Introduce la funcion f(x) que quieres dibujar:

f(x) = x- sin(lj
X

Escalas:

rl =5 2 :=0.1

Nota: En este ejemplo la funcion se dibujaré en el rectangulo
—rl < x<rl, —rl < y < rlyenelrectangulo-r2 < x < 12

, 12 <y <12
f(x) over Range -r1 to rl f(x) over Range -12 to 12
I i I
-5 0 5
_5 —_
Proyecto e-Math 15
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| CALCULUS & DIFFERENTIAL EQUATIONS

Limite de una Funcién en un Punto

Funcion f(x): f(x) := x- Sin(lj
X

Punto en el cual queremos calcular el limite:

lim  f(x) =0
X—>p

lim  f(x) >0
X—)p+

Limite Bidireccional:  [im f(x) — 0
XD

d) f(x) = x- sin(lj
X

£(0) =

p:=0

Te da un mensaje diciendo que puedes estar dividiendo por cero, como es el caso.

La fucion no es continua en cero al no estar definida en dicho punto.

Recopilando toda la informacion que tenemos, la discontinuidad es evitable al coincidir los limites

1
laterales. Se podria evitar la discontinuidad redefiniendo la funciéon como: f(x) := x- sjr(—j para

valores de x distintos de cero y como f(0)=0 para x=0

Proyecto e-Math
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ENLACES

[Wi1]

[W2]

http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd99/ed99-0295-01/ed99-0295-01.html

Pagina web donde se estudia con todo detalle las funciones y como se representan.
Aparecen todos los pasos a seguir para hacer la grafica de una funcion.

http://www.xtec.es/~jlagares/manualwinfun.cat/estractemanualfuncionsperawindows.htm

Pagina web sobre un articulo, que gand el segundo premio en el "concurso de programas
educativos para ordenador" organizado por el M.E.C. el afio 1993. Trata sobre un programa,
“funciones para windows”, con ejemplos graficos. En particular, representa funciones y las
estudia. En catalan. La pantalla del programa nos muestra las posibilidades, para el estudio
de las funciones, que tiene. Le introduces una funcién y, ademas de representartela, te puede
calcular la imagen, antiimagen, raices, discontinuidades, maximos, minimos, puntos de
inflexién, derivada en un punto, integral definida, integral de linea, intervalos de monotonia y
de curvatura, etc. Un programa muy completo, interesante y facil de manejar para representar
y estudiar las funciones.
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[W3] http://thales.cica.es/rd/Recursos/rd97/UnidadesDidacticas/25-1-u-derivadas.html
Pagina web donde se estudia todo lo relacionado con el estudio local de unas funciones.

[W4]  http://batllo.informatica.uma.es/matap/svera/temas/t2der1var.pdf
Pagina web de Salvador Vera Ballesteros, profesor del Departamento de matematicas
aplicada de la universidad de Malaga. Contiene problemas y apuntes sobre estudio y
representacion de funciones.

[W5]  http://personal5.iddeo.es/ztt/Tem/EsquemaEstudioFunc.htm
Pagina web que contiene un esquema para estudiar y representar funciones.

[W6] http://cariari.ucr.ac.cr/~cimm/cap 02/cap2 2-1.html
Pagina web que trata sobre un curso de calculo diferencial. Este enlace nos lleva al tema de
las funciones y su representacion grafica. Hay teoria y ejercicios.

[W7]  http://galilei.iespana.es/galilei/mat/graf-func0.htm
Pagina web con esquema, teoria y ejemplos graficos para estudiar y representar funciones.

[W8] http://www.uco.es/organiza/departamentos/quimica-fisica/quimica-fisica/CD/CDO0.htm
Pagina web que trata sobre un curso de aprendizaje de Mathcad. Hay ejemplos sobre grafica
de funciones.

[W9]  htip://www.terra.es/personal/jftift/Home.htm
Pagina completa sobre todo lo relacionado con las matematicas. Aparecen matematicos
famosos y aplicaciones de las matematicas a diversos campos.
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