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INTRODUCCION

Este Mathblock esta dedicado a extender a funciones de mas de una variable los conceptos de
derivabilidad, regla de la cadena y extremos que ya hemos visto en una dimension en bloques
anteriores.

Ya hemos visto en el block anterior ejemplos de magnitudes que se describen mediante funciones
de varias variables y sus representaciones en tres dimensiones.

También hemos introducido nociones topoldgicas necesarias para definir el concepto de
distancia, que nos permite definir bolas, entornos, conjuntos abiertos, conjuntos cerrados,
conjuntos compactos y puntos de acumulacién y con todo ello los conceptos de limite y
continuidad.

Nos queda por ver la derivabilidad y sus aplicaciones. Después de introducir el concepto de
derivadas parciales de orden superior a 1, estudiaremos el caracter de los extremos locales de
una funcion (maximos, minimos y puntos silla) a partir de la matriz de las derivadas parciales
segundas o matriz hessiana.

OBJETIVOS

1. Entender la extension de los conceptos de diferenciaciéon y regla de la cadena para
funciones de varias variables.

2. Conocer los conceptos de derivada direccional y derivada parcial.
3. Utilizar la regla de la cadena para diferenciar funciones compuestas.
4. Aprender a encontrar de manera analitica la solucion de problemas de extremos.

5. Aplicar correctamente el criterio de las derivadas parciales segundas.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir con éxito esta unidad es recomendable haberse leido los siguientes Math-
blocks: Uso basico del Mathcad, Funciones de una variable, Limites de funciones,
Continuidad, Derivacion, Estudio local y representacién grafica en 2D y Funciones de varias
variables |.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

o Definicion de derivabilidad en varias variables.

Dada una funcion f(x), un punto x° = (x%, x%,..., xX%) y un vector director v = (v,V,,...,V,), s
define la derivada direccional de f en x° y en la direccién v como:

Proyecto e-Math 2
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Pyt LD TG

t

f(xl0 +t-v1,x3 +t-v2,...,x2 +t-vn)—f(x1°,x§,...,x0)

n

lim
t—0 t

La derivada parcial de una funcion f en un punto x° = (x%, x%,..., xX%) y respecto a la i-ésima
componente es la derivada direccional en el punto y en la direccion del vector
i)

e; =(0,---,0,1,0,---,0) . La derivada parcial se denota de las siguientes maneras:

(x%)

76 =D, =2

1

PROPIEDAD: Si las derivadas parciales existen y son continuas, entonces la funcién inicial f
es continua.

El vector gradiente de una funcién real f en un determinado punto x es el vector formado por
todas las derivadas parciales:

VI () { g (x),i(x),...,g(x)J

a ox,

Ejemplo: Veamos el vector gradiente de la funcion 5
X +y

. También calcularemos en qué

. . 2 2 . . 2 .
puntos de la circunferencia x” + y~ =1, el médulo de dicho vector es maximo y minimo.

Soluciodn:

Las componentes x y y del gradiente vienen dadas por:

0 xy y(—x2+y2)
v = — =
( f)X ax[xz +y2j (xz +y2)2

_ 0 xy _ x(x2 - yz)
(Vf)y ay(XZ +y2] (xz +y2)2

Asi pues el gradiente corresponde a :

vro y(—x2+y2)’x(x2—y2)
(x2+yz)2 (x2+y2)2

y su modulo:

Proyecto e-Math 3
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”vf”: yz(x4 _2x2y24+y4)+x2(x4 _2x2yz4+y4):
(x2+y2) (x2+y2)

- (xz +y2)3/z

En los puntos de la circumferencia x* + y2 =1, el mddulo del gradiente valdra:
Wﬂhhf—ﬂ

y el valor maximo,1, lo tomara en (x,y)=(10), (x,y)=(=10), (x,y)=(0,1) vy

(x,)=(0,-1).

El valor minimo del mddulo del gradiente para puntos de la circumferencia es 0, este valor se

oblene m1(Lﬂ:&%:%) oww{i?fég,(sz@j%ﬁ%j y
48]

La aproximacion lineal a una funcion real f en un entorno del punto x° = (x°;, x%...., x%,) viene
dada por la siguiente expresion:

)= FE) V() (x = x°)
es decir:

of of

f(xlaxZ"--’xn) ~ f(‘xlo,xga'--axr?)+67(x105x§r--ax3)'(xl _xlo)+67('x10’x35“'5xn0)'(x2 _x§)+"'
1 2

o

...+—(x10,x§,...,x2)-(xn —x,?)
ox

n

Si una vez obtenida la derivada parcial i-€sima de una funcién f , volvemos a derivar respecto
a la j-ésima componente, se obtiene una derivada parcial de segundo orden, la cual
denotaremos por:

o f
Ox ;0x;

(%)

Esta expresion se lee “derivada segunda de f respecto de x; y respecto de x;”.

La matriz formada por todas las derivadas parciales de segundo orden se llama matriz
hessiana. La construccion de esta matriz se hace segun el siguiente cuadro:

Proyecto e-Math 4
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Xy Xy X,
\’ l \
o' f o’f oS
YNl At ax,ox, ox,0x,
o' f o’f oS
X, __> oxox,  ox,’ ox,,0x,
x> | & @f &
Ox,0x,  Ox,0x, ox,’

PROPIEDAD (Teorema de Schwartz): La matriz hessiana siempre es simétrica si las
derivadas parciales de segundo orden son continuas.

Regla de la cadena.
La regla de la cadena para funciones de varias variables tiene dos versiones diferentes
segun la forma en que se realiza la composicidon (nos centramos en funciones de dos
variables):
- Una funcion de dos variables f compuesta con otra de una variable h:
g=hof: R° — R - R
(x,y) = f(xy) = h(f(x,p)=gkxy)

Si queremos calcular, por ejemplo, las derivadas parciales de g (g es una funcién real de dos
variables) a partir de las funciones h y f, podemos hacer lo siguiente:

Z_g(x,y) = h'(f(x,y))-%(xsy)

x Ox

Z_g(x,y) = h'(f(x,y))'%(’@y)
y %

- Dos funciones de una variable, u y v, compuestas con otra de dos variables f:

g: R > R’ - R
p — w(p)v(p) — fu(p),v(p)=2g(p)

Si queremos calcular la derivada de la funcién g (observar que esta funcién es una funcién
real de una unica variable real) a partir de las funciones u, v y f, deberemos seguir los
siguientes pasos:

g'(p)= Zi(u(m,v(p))-u'(p)+@<u(p>,v(p))-v'(p)
X oy

Ejemplo: Supongamos que las variables x e y dependen de otra variable t de la siguiente
forma

x(t)=t+e' e yit) =t?+t+1

Proyecto e-Math 5
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Calcularemos la derivada de la funcién f(x,y) = y/x respecto de la variable t.

Solucion:

Observar que tenemos la siguiente situacion: g(t) = f(x(t),y(t)) y que lo que nos piden es,
precisamente, calcular la derivada de g respecto de t. Segun una de las formulas de la regla
de la cadena, tenemos que:

g'(0) :gl@c@,y(z)).x'(z)+@(x(z),y(¢)>.y'(¢)
X oy

Calculemos por tanto cada uno de los elementos que hay en la expresion anterior:
- Parcial de f respecto de x:

o

af y f y(t) __t2+t+1
ox

)
(an/)—_x—z - 8_X(X(t)’y(t))__X(Z)2 - (t+et)2

- Derivada de x respecto de t: x‘(t)=1+e"
- Parcial de f respecto de y:
of of 1 1

1
5()6,_)/)—; - 5()6(7?):)}(0)_%_ t+e!

- Derivada de y respecto de t: y’(t) = 2t + 1

Finalmente, uniendo todas las expresiones anteriores, obtenemos que:
0 1 +t+1 —t’e' +te' +17 -1
gW=—"T—"% :
(t +e t) (t+e')

1
~(1+e‘)+w~(2t+l)=

Definicion de extremos de funciones de varias variables.

Una funcion f definida en un dominio D abierto presenta un minimo (maximo) local en
(a,b)e D si existe un entorno U de (a,b) tal que f(x,y)> f(a,b) VY(x,y)eU
(f(x,y)< f(a,b)). Diremos (a,b) es un extremo local o relativo de f si es un minimo o
maximo local.

El punto (a,b) € D abierto, es un punto criticode [ :D C R? = R, sif es diferenciable en
(a,b) [i.e: f continua y con derivadas parciales en (a,b)]y Vf(a,b) = (0,0).

TEOREMA

Si f es diferenciable en el punto(a,b) € D abierto y ademas dicho punto es un extremo local,
entonces (a,b) es un punto critico de f;i.e:Vf(a,b) =(0,0).

Este teorema pone de manifiesto que para encontrar extremos locales soélo tenemos que
determinar los puntos criticos. Un punto critico que no es un extremo local se denomina
punto de silla.

CRITERIO DE LAS DERIVADAS PARCIALES SEGUNDAS

Proyecto e-Math 6
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2

Sea (a,b) punto critico de f una funcion y sean d; = (a,b) y d, el determinante de la

2
matriz Hessiana evaluada en (a,b). Entonces: x
1) Sidy>0y d»,>0, se deduce que (a,b) es un minimo local.
2) Sid4<0y d,>0, se deduce que (a,b) es un maximo local.
3) Sid,<0, se deduce que (a,b) es un punto de silla.

4) Sid,=0, el criterio no es decisorio.

Ejemplo: Dada la funcién de dos variables f(x,y) = 2x? + 2yx — 2y2 +100

(a) Calculad las derivadas parciales de la funcion.
(b) En caso de existir, calculad los maximos y minimos locales de la funcién.

Solucién:

(a) Las derivadas parciales son: Zl(x, y)=—4x+2y; Zl(x,y) =2x—4y
X v

(b) Igualando las anteriores derivadas a cero, obtenemos que el Unico candidato a maximo o
minimo es (x,y) = (0,0). Para ver si es maximo o minimo local calculamos la Hessiana:

2 -4 2
:>d2:
2 -4

~4 2 —4
Hf(x,y)=( 5 ‘J = Hf(0,0)=( 5

Dado que d, = . (0,0)=—4<0y d, =16-4=12>0, el punto (0,0) es un maximo

local de la funcion.

Proyecto e-Math 7
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CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

a Ejemplo de calculo de derivadas parciales:

Si u=arctg(y/x) y v(t,x)=Asin(ait+y)sin(Ax) demostrad que se satisfacen las siguientes

ecuaciones:
u Pu_ , Fv_ ot
axz ayz 8t2 axz

Efectuemos las derivadas parciales:

P 210)_ 212 (] -
ox*>  ox| ox| oOx|ox

0| -y | 2xy
_ﬁx{x2+y2}_(x2+y2)z

2
Zu- 21222 gt -
oy Oyl dy| Oyl 0y

_ 0| x = 2xy
S+ (P

Y por lo tanto se satisface la ecuacion de salida.

Comprobemos este resultado con Mathcad utilizando la operacion simbdlica de
derivacion multiple asi como la instruccion de simplificacion que ya hemos venido
utilizando.
2 3 X
d—z(atan(ljj 1 o2 Y -2 Y simplify — 2.y.———
dx X 2 2 2
3 y [ 2} ( 2 2)
X 1+— S y X +y
2 X 1+
X 2
X
2
-2
%(atan(l)) 1 > ——————y simplify — —2-y~;
dy X \ 2)? (Xz+ 2)2
X1+ L y
2
X
Para la segunda ecuacion:
o’v 0fov 0| o0 ) )
—=—| — | ==| =—4sinladr + v )sin(Ax)) | =
o az{az} 6t[6t( (ali+y) )
) 0 . )
= Aal sm(ﬂ.x)a— [cos(alt +y)|= —Aa”2* sin(Ax)sin(alt + )
¢
% 0| ov 0| 0 . .
a’ — = at—|—|=da"= —(A sin(aAt + l//)sm(ﬂx)) =
Ox Ox| Ox ox| Ox
Proyecto e-Math 8
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= Aa*Asin(alt + W)ai[cos(zx)] = —Ad’ 2 sin(Ax)sin(aAs + )
X

Las dos expresiones son iguales y queda probada la ecuacion de salida.

Con la ayuda de Mathcad, podemos comprobar la exactitud del resultado:

2
d 2(A-sin(a-k-t + w)-sin(k-x)) - —A~sin(a-7vt + \p)~a2~7\2~sin(7vx)

t

o

2, . 2 . 2
a —2(A~s1n(a-7vt + \y)~s1n(7vx)) — —a -A-sm(a-k-t + \y)-sm(x-x)-k
dx

O Ejemplo de calculo de la matriz Hessiana:

Calcular la matriz hessiana, en un punto cualquiera (x,y), de la funcién:
X 2
g(x,y)=—+3x"y+2x-1
Y
Encontrar esta matriz para (x,y) = (1,-2) y comprobar que, efectivamente se cumple el teorema

de Schwarz (es decir, que la matriz hessiana es simétrica).

Mathcad calcula derivadas parciales de segundo orden:
—|=] =]
?

— 3
n— i —
— i

Il‘: File Edit View Inzert Farmat Math  Sembolic:  Window Help

D-BEH ALY 2B o= " me = |88 o £
| [Momal = [ o Bz u==

E valuation

g:x,j,r:]:=3x23,r+2x—1+E
¥
= = = = =

2 £
Dli(x,5) :=%g(x,y) by fr xf xfy iz
o

1 1
Di2tx,y) = 2L gtn, ) = 6x— — D2(x,y) = =L gtn, ) = 65— —
dardy 2 cly o 2

¥ ¥
d2 X
D22(x,v) = jgix,j,r:] - 2-—
dy Y3 Calculus
_ D12(1,-2) = 575 a2
D1l =35 = =12 I; ﬁ ﬁ
D221 ,-5 = -025 r En: A
+ lim  Tim_ lim
—<+a at sa- -
<] | _"I_I
suTo | [ |Page1

Presz F1 for help.

La matriz hessiana en un punto cualquiera (x,y) estara formada por las siguientes derivadas

segundas:

Proyecto e-Math
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0’ 0’ 1
Sy 2y 6y  ——+6x
H = ox 0yOox _ v
| 82 o2 B 1 2x
Sy @y | [-rex S
Ox0y oy y y

Esta matriz, en el punto (1,-2), valdra lo siguiente (observar que esta matriz es simétrica):

~12 23/4
H =
(23/4 —2/8}

Ejemplo de funcién de tres variables:

De la siguiente funcion real de tres variables, f(x,y,z) = x'y + y-z + z'x, se pide lo siguiente:

(@)

(b)

Calcular las derivadas parciales en un punto cualquiera (x,y,z). ¢ Qué podemos decir de la
continuidad de la funcién dada?

¢ Es cierto que si una funcion es continua, cualquier limite direccional en un punto siempre
dara lo mismo? Comprobadlo con la funcién inicial y con el punto (x,y,z) = (1,0,-1).

A partir del apartado (a), encontrad el gradiente en el punto (-2,3,2) y la aproximacion
lineal en este punto. Comparar la imagen del punto (-2.1,3.1,2.1) con la que da la

aproximacion lineal.

Dado que es una funcién de 3 variables, habra 3 derivadas parciales. Generalizando la

metodologia de calculo de derivadas parciales, tenemos que:

o

a(x’yaz) =Yy

I (xy,2)=x
Oy

Y (x,3,2)=0.
Oz

Como cada una de las derivadas parciales es una funcién continua (son la suma de
funciones continuas) que existe para cualquier punto (x,y,z), tenemos que la funcién inicial

f es una funcién continua.

Si una funcion es continua en un punto, eso significa que, en particular, el limite en el
punto existe. Es decir, sea cual sea la trayectoria con que nos aproximamos al punto, el
limite siempre ha de valer lo mismo. Eso también ha de pasar cuando nos aproximemos

al punto por rectas (limites direccionales o por secciones verticales). Como la funciéon

Proyecto e-Math 10
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inicial f es continua, comprobamos este hecho para el punto (1,0,-1) tomando una
direccion cualquiera v = (v4,Va,V3):

lin;t)f(lth-vl,Oth-vz,—1+t-v3):

t—

lin(1) A+t-v)-(t-v)+(@-vy) (1+t-v)+A+t-v)-(=1+¢t-v;) =
t—

51_1)13 (t-v2 R T A R N e A S A 7i X A AR -v3):—1

Observar que el resultado final es independiente del valor que tenga el vector v.

(c) El vector gradiente estd formado por las derivadas parciales, por tanto, a partir de los
resultados del apartado (a):

VE(x,y,z) = (y+z,x+z,x+y)
y, en el punto (-2,3,2), tendremos lo siguiente:

Vf(-2,3,2) = (3+2,-2+2,-2+3) = (5,0,1)
La aproximacion lineal en el punto vendra dada por la siguiente expresion:

f(x,y,z) ~ f(-2,3,2) + Vf(-2,3,2)-(x~(-2),y-3,2-2)

f(x,y,z) = -4+(5,0,1)-(x+2,y-3,2-2)
f(x,y,z) =~ -4+5-(x+2) + 0-(y-3)+1-(z-2)
y, finalmente:

f(x,y,z) ~ bx+z+4
Si calculais la imagen del punto (-2.1,3.1,2.1) a partir de la funcion inicial f obtendréis que
f(-2.1,3.1,2.1) = -4.41. Con la aproximacion lineal que hemos encontrado antes, obtendréis
el valor: f(-2.1,3.1,21) = 5(-2.1)+2.1+4 = -4.4 (que efectivamente es una buena

aproximacion al valor verdadero).

Mathcad también calcula el limite en una direccién (a,b,c):

«* Mathcad Professional - [Untitled:1] — o] =]
@ Eile Edit Wiew Insert Format Math  Swmbolics  Window  Help — |E|£|
ID-2EH&S&BY| LB - | | e = |88 |l g
| B A = ([ <F 20 ap W |J|Nmmau =[nal =l
flx, 7,0 =X¥+¥I+zTXx x| j
d d"
TH gan =7
im il +atbt,-1+cth — -1 a" 'f 'j':r
t—=0 ;=T
* I In -
[« | 2
Press F1 For help, (BT [ [Page 1 i
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Ejemplos de maximos y minimos:

a) Dada la funcion f(x,y)= x? +y4, encontrar los maximos y minimos de esta funcion.
Dibuja la funciéon con el Mathcad.

En primer lugar, hemos de plantear las condiciones de primer orden que saldran de las dos
derivadas parciales:

T _ax=0 T _4y =0

ox oy
Lo que implica que el candidato a maximo o minimo de esta funcién es (x,y) = (0,0).

Para discutir si el candidato es maximo o minimo, hemos de considerar las condiciones de
segundo orden a partir de la matriz hessiana.

2 0 2 0
ILIf(x,y){0 12sz:>Hf(0,0)=(0 oj

2

Dado que d, = 0 =0, el criterio de las derivadas parciales segundas para determinar

extremos falla. En este caso hacemos el gréfico y vemos que el punto (0,0) es un minimo
local de la funcién, que ademas es global. Haciendo el dibujo con el Mathcad, se aprecia el
minimo.

- "Mathcad Professional - [Untitled:1] -1O] =|

@ File Edit Wiew Insert Format Math Symbolics  \Window  Help = =] =]
ID-BEH|EGRAY | BB =« |": (D = | B S|z
| B[4 [ == 2 < §1 ap # |[Noms =] [aia ]
2 4 =
Flz.vi =2 +vw j

Graph

wlowr = —4 xhigh = 4 xn =100 g ﬁ %

. D &

ylow = -4 vhigh =4 wi = 100

o B
iy - [5:

suf = CreatehleshF , xlow  xhigh  vlow vhigh zn wm

Press F1 Far help, lauTo | | Page1 2
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b) Dibuja la funcién
I+x7y

Maximos y minimos, absolutos y relativos, de dicha funcion.

Funciones de varias variables Il

——— Yy averigua a partir de representaciones graficas con Mathcad:

Direcciones de maximo crecimiento o decrecimiento alrededor de (0,0).

Primero representamos su imagen tridimensional:

1 xlow :=—-10

F(x,y) = 5

2
l+xy

ylow :=-10

xn := 40 40

yn :

xhigh := 10

yhigh =10

surf := CreateMesh (F,xlow, xhigh, ylow ,yhigh ,xn,yn)

Imagen 3D de la funcion

Otra vision 3D de la funcién

y luego sus lineas de nivel:

1 xlow := —10

F(Xs Y) = )

1+xy2

ylow = -10

xn = 400 yn =400
surf := CreateMesh (F,xlow, xhigh,ylow,yhigh ,xn,yn

Gréfica de las curvas de nivel

surf

Proyecto e-Math

xhigh := 10

yhigh := 10

)

Detalle de la grafica de las curvas de nivel

13
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A la luz de estos datos podemos afirmar que en los ejes x e y la funcion presenta el valor

maximo: 1. Y por lo tanto, dichos ejes son maximos absolutos de la funcidon. No obstante,
estos puntos no son maximos relativos de la funciéon puesto que en su entorno, existen otros

puntos de igual imagen. Las direcciones de maximo decrecimiento alrededor del punto (0,0)
son las dadas por las bisectrices y=x y y=—x.

Proyecto e-Math 14
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(W7]

http://mate.dm.uba.ar/~pdenapo/dif.html

Pagina web donde se extiende el concepto de derivada a funciones de varias variables. Esta
la teoria con ejemplos.

http://www.okmath.com/Catego3.asp?clave=231

Pagina web con problemas resueltos sobre Diferenciabliidad de Funciones de Varias
Variables.

http://planetmath.org/encyclopedia/Differentiable.html

Pagina web de la enciclopedia de PlanetMath.org sobre diferenciabilidad. También se pueden
buscar en http://planetmath.org/encyclopedia otros conceptos como limites, por ejemplo,
dandole a | letra L. Esta en inglés.

http://www.satd.uma.es/matap/svera

Pagina web de Salvador Vera Ballesteros, profesor del Departamento de matematicas
aplicada de la universidad de Malaga. Contiene problemas y apuntes sobre funciones de
varias variables.

http://cariari.ucr.ac.cr/~cimm/calculo.html

Pagina web que trata sobre un curso de calculo diferencial. Se introduce el concepto de
funciones de varias variables y el de de derivacion parcial. Conceptos muy Utiles en las
aplicaciones. Hay teoria y ejercicios.

http://www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupo13m/

Pagina web del Departamento de matematicas aplicada de la universidad politécnica de
Madrid. Contiene ejercicios y examenes sobre funciones de varias variables.

http://www.uco.es/organiza/departamentos/quimica-fisica/quimica-fisica/CD/CD0.htm

Pagina web que trata sobre un curso de aprendizaje de Mathcad. Hay ejemplos sobre
funciones de varias variables.

[W8]  http://www.terra.es/personal/jftift/Home.htm
Pagina completa sobre todo lo relacionado con las matematicas. Aparecen matematicos
famosos y aplicaciones de las mateméticas a diversos campos.
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