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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
 
En este math-bock trataremos el problema inverso de hallar la derivada de una función: 
calcular una primitiva de la misma. Aunque se sabe que cualquier función continua tiene 
primitiva, no existen fórmulas, ni métodos, para calcular éstas con exactitud más que unos 
pocos casos. 
 
El objeto de este tema es exponer algunos de dichos métodos, y su importancia se notará en 
el capítulo de la Integral definida y sus aplicaciones, donde veremos la relación que hay entre 
el área y la integral definida y la regla de Barrow, conexión entre el Cálculo Diferencial y el 
Cálculo Integral. 
 
Calcularemos integrales indefinidas de todo tipo: inmediatas, mediante cambio de variable, 
por partes, integración de funciones racionales, irracionales y trigonométricas.  
 
  

 
OBJETIVOS       ________________________ 

 
1. Conocer y aplicar el concepto de primitiva de una función. 
 
2. Ver la integral como la operación inversa de derivar. 
 
3. Calcular integrales inmediatas, aplicando las propiedades de las primitivas. 

 
4. Transformar una integral en otra más sencilla haciendo un cambio de variable. 

 
5. Hallar integrales por el método de integración por partes. 

 
6. Saber utilizar las funciones racionales y el método de integración derivado de ellas, 

descomponiendo dichas funciones en fracciones simples, cuyas integrales son 
inmediatas. 

 
7. Calcular integrales irracionales y trigonométricas eligiendo el cambio de variable 

adecuado. 
 
 

CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 

A fin de poder aprovechar al máximo esta unidad es recomendable tener conocimientos 
básicos sobre funciones de una variable, derivación y uso del programa Mathcad. 

 

 

CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 

� Concepto de Primitiva 
 
 
Sea I un intervalo abierto, y f una función definida en I. Una primitiva de f en I es una función, 
F, continua en I que verifica: F'(x) = f(x) ∀x∈I. Luego todas las primitivas de f son del tipo   
G(x) = F(x) + C, siendo C una constante cualquiera, pues G’(x) = F'(x) + 0 = f(x).  
 
El conjunto formado por todas las primitivas de f se llama integral indefinida de f, y se 
designa por  ∫ f(x) dx (se lee integral de f(x) diferencial de x). Luego, escribiremos 
 

∫ f(x)dx = F(x) + C 
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Ejemplo:  ∫ 3x2 dx = x3+c, ya que  F(x) = x3 ;   F’(x) = 3x2 =f(x) 
 
Una primitiva de  f(x)  = 1 + cosx  es F(x) = x + sinx. Añadiendo constantes, obtenemos más 
primitivas   
 

� Integración inmediata 
  
A las primitivas que resultan aplicando en modo inverso las fórmulas de derivación se les 
llama   integrales inmediatas.  
 
El recuerdo del cuadro de las derivadas de las funciones fundamentales, así como la regla de 
derivación de una función de función, nos van a permitir recordar una tabla de integrales 
inmediatas, cuyo uso se hace imprescindible: 

 

                               

                          

                                                          

                              

              ∫ cedxe xx +=                           

                              

                                            

                                 

                                   

                        

                 
                  
 Propiedades: 
 
Veamos a continuación las propiedades que verifican las integrales indefinidas, que son 
consecuencia inmediata de la definición de primitiva y de las propiedades de las derivadas. 
 

1. ∫ ∫ ∫+=+ dxxgdxxfdxxgxf )()())()((  

2. ∫ ∫= dxxfkdxxkf )()( Rk ∈∀  

3. ∫ ∫ ∫+=+ dxxgkdxxfkdxxgkxfk )()())()(( 2121  Rkk ∈∀ 21,  
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Ejemplo:   

cexxdxexdxdxxdxexx xxx ++−=+−=+− ∫ ∫ ∫∫ 3sin2
4

53cos25)3cos25(
4

33  

� Integración por cambio de variable 
 
Una  técnica para encontrar primitivas tiene la regla de la cadena como base. La regla de la 
cadena nos indica que si tenemos una función f(t) que sabemos integrar, y, en lugar de t 
ponemos alguna otra función de x, t = g(x), entonces: 
 

∫∫ = dttfdxxgxgf )()('))((  

 
Después integramos con respecto a t y, ya para acabar, deshacemos el 

cambio. 
 
Se trata de transformar una integral en otra más sencilla haciendo un cambio de variable 
adecuado. 

 

Ejemplo:  Calcular ∫ ++
+ dx
x
x

)53cos(1
)53sin(

 

 
 Solución: 
  
Podemos mejorar muchísimo el aspecto de esta integral efectuando el siguiente cambio de 

variable: )53cos( += xt
 

que conlleva dxxdt )53sin(3 +−= . Substituyendo ambas 

expresiones podemos escribir: 

 

∫∫ ++
+−−

=
++

+ dx
x
xdx

x
x

)53cos(1
)53sin(3

3
1

)53cos(1
)53sin(

=  

ctdt
t

dt
t

++
−

=
+

−
=

+
−

= ∫ ∫ 1ln
3
1

1
1

3
1

1
1

3
1

 

 

Deshaciendo el cambio: 

 

cxdx
x
x

+++
−

=
++

+
∫ )53cos(1ln

3
1

)53cos(1
)53sin(

 

 

� Integración por partes 
 
Este método se basa en la fórmula 
 

∫∫ −= dxxgxfxgxfdxxgxf )()(')()()(')(  

 
cuya deducción es trivial a partir de la regla de derivación de un producto. 
 

Ejemplo:  Calcular ∫ xdxe x sin2
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Solución: 
 

Aplicaremos integración por partes, con xxf sin)( = , xexg 2)( =′ . 

 Así: xxf cos)( =′  , xexg 2
2
1)( =   e   ∫∫ −== xdxexexdxeI xxx cos

2
1sin

2
1sin 222 .  

Aplicando de nuevo integración por partes, tomando  xxfexg x cos)(,)( 2 ==′  tenemos 

xxfexg x sin)(,
2
1)( 2 −=′=  quedando: 

Ixexe

xdxexexe

xdxexexdxeI

xx

xxx

xxx

4
1cos

4
1sin

2
1

)sin
2
1cos

2
1(

2
1sin

2
1

cos
2
1sin

2
1sin

22

222

222

−−=

=+−=

=−==

∫

∫∫
 

 

Luego: xexeIIxexeI xxxx cos
4
1sin

2
1

4
5

4
1cos

4
1sin

2
1 2222 −=⇒−−=  

 

Despejando I, se tiene que )cossin2(
5
1 2 xxeI x −=  

 
� Integración de funciones racionales 

 

Una función racional tiene la forma: 
)(
)(
xQ
xP

,  donde P(x) y Q(x) son polinomios. Sabemos que 

si grado de P(x) ≥ grado de Q(x), entonces podemos dividir P(x) entre Q(x) obteniendo: 
)()()()( xRxQxCxP += , siendo C(x) el cociente y R(x) el resto, además R(x) = 0, o bien, 

grado R(x)<grado Q(x). Así: 
 

∫ ∫ ∫ ∫+=







+= dx

xQ
xRdxxCdx

xQ
xRxCdx

xQ
xP

)(
)()(

)(
)()(

)(
)(

 

 
La primera integral es polinómica, luego inmediata. La segunda integral vale cero (si R(x) = 0), 
o grado R(x)<grado Q(x), en cuyo caso Q(x) se puede descomponer en factores irreducibles 
(según un teorema del álgebra), es decir, por medio de sus raíces.  
 

Según otro teorema algebraico, la fracción 
)(
)(
xQ
xR

 se  puede descomponer en suma de 

fracciones de coeficientes irreducibles. Veamos todo esto con un ejemplo. 
 

Ejemplo:  Calcular dx
x
x

∫ −14

4
 

 
 Solución: 
 
Como el grado del numerador es igual al del denominador, procederemos antes de 

integrar a dividir 4x  entre 14 −x  siendo 1 el cociente obtenido y 1 el resto: 
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=
−

+=








−
+=

− ∫ ∫∫∫ dx
x

dxdx
x

dx
x
x

1
1

1
11

1 444

4
 

 
Mientras que la primera integral es inmediata, la segunda requiere descomponer la fracción 
en suma de fracciones de coeficientes irreducibles: 
 

1111
1

24 +
+

−
+

+
=

− x
C

x
B

x
A

x
 

 
Resolviendo la ecuación anterior, determinamos que  
 

1
2
1

1
4
1

1
4
1

1
1

24 +

−
+

−
+

+

−
=

− xxxx
 

 
Retomando la integral: 
 

∫∫∫ =
+

−
−

+
+

−= dx
x

dx
x

dx
x

x
1

1
2
1

1
1

4
1

1
1

4
1

2  

 

=+−−++−= carctgxxxx
2
11ln

4
11ln

4
1

 

 

=+−−++−= carctgxxxx
2
11ln

4
11ln

4
1

 

 
y simplificando: 
 

carctgx
x
xx +−
+
−

+=
2
1

1
1ln

4
1

 

 
Veremos en los casos prácticos con software como el Mathcad puede, además de calcular la 
integral directamente, hacer la descomposición, en fracciones simples, por nosotros. 
 
 

� Integración de funciones irracionales 
 

Las integrales del tipo dx
dcx
bax

dcx
baxxR s

r
p

n
),,,( 








+
+









+
+

∫ L  , (R cociente entre 

expresiones) y p,...,s naturales, se transforman en una racional si se hace el cambio 









+
+

=
dcx
baxtM  siendo ),,(.. spmcmM L=  

 
 
 

Ejemplo:  Calcular dx
xx∫ +++ 3 22

1
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 Solución: 
 

Hagamos el cambio t6 = x+2  con lo que:   6/1)2( += xt   y     dttdx 56= , 
 

∫ ∫∫ +
=

+
=

+++
dt

t
tdt

tt
tdx

xx 1
66

22
1 3

23

5

3  

 
Tenemos una función racional. Como el grado del numerador es mayor al del denominador, 

dividiremos 36t  entre 1+t  siendo 666 2 +− tt  el cociente obtenido y -6 el resto: 
 

∫∫ ++−+−=
+

−+−=
+

CtLntttdt
t

ttdt
t
t 16632

1
6666

1
6 232

3
 

 
Luego, deshaciendo el cambio:  
 

CxLnxxxdx
xx

+++−+++−+=
+++∫ )21(6262322

22
1 663

3  

 
 

� Integración de funciones trigonométricas 
 
Tipo ∫ xdxx nm cossin  siendo m y n naturales y tipo ∫ dxxxR )cos,(sin   (R cociente) 

 
Se hace los cambios t = sinx, t = cosx, t = tgx  ó  t = tg(x/2) según convenga. 
 
 

Ejemplo:  Calcular dx
x
x

∫ 3cos
sin

 

 
 Solución: 
 
Dado que la derivada de xcos  es xsin− ,  efectuamos el siguiente cambio de variable: 

xt cos= , xdxdt sin−= , obteniendo una integral inmediata:  
 

)1(2)1(2)1(
2

33 cos2
1

2
1

2cos
sin c

x
c

t
ct

t
dtdx

x
x

+=+=+=−=
−

∫∫  (1) 

 
Para efectuar la integral mediante otro cambio de variable, nos fijamos que podemos rescribir 
la fracción de funciones trigonométricas de la siguiente forma: 
 

 == ∫∫ dx
x

tgxdx
x
x

23 coscos
sin

 

 
que deja entrever el interés de realizar también este otro cambio de variable: tgxt =  y  

dx
x

dt
2cos

1
= . Con este cambio, la integral se convierte en inmediata: 
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 )2(
2

)2(
2

22
cxtgcttdt +=+== ∫    (2) 

 
Los resultados obtenidos en (1) y (2) no son formalmente iguales aunque equivalen realmente 
como veremos a continuación. Dividiendo la ecuación fundamental de la trigonometría por 

x2cos  obtenemos: 
 

x
xtg 2

2

cos
11 =+    

 

Substituyendo 1
cos

1
2

2 −=
x

xtg  en el resultado obtenido en (2) obtenemos el resultado en 

(1) menos 
2
1

. Basta, pues, para comprender lo que sucede, redefinir la constante arbitraria 

de la integración en (1) como la en (2) más 
2
1

, es decir, 
2
1

)2()1( −= cc . 
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CASOS PRÁCTICOS CON SOFTWARE___________________________________ 
 
 

� Ejemplos de integración inmediata y con cambio de variable 
 

Calcular  (a) dx
xx
xx

∫
++ 133

 ,    (b) ∫ −+
dx

ee xx 2
1

2  

 
(a) Descomponiendo la integral en varios sumandos, según las propiedades de las integrales, 

quedaría: dx
xx
xx

∫
++ 133

= dx
xx

x
∫

3
+ dx

xx
x

∫
3

+ dx
xx∫

1
=

c
x

xxxcxxxdxxdx
x

dxx +−+⋅=+
−

++=++∫ ∫ ∫
−

− 2ln3
5
2

2/1
ln3

2/5
13 22

1
2
5

2
3

2
3

 

Las integrales resultantes, una vez simplificadas, son inmediatas. 
 
(b) Realicemos la integración mediante cambio de variables (expresado en los cálculos 
siguientes entre llaves):  
 

( ) { } ( ) ceeucu
u
du

dude

ue
dx

e
e xx

x

x

x

x
++−===++−=

+
−

=












=−

≡
=

+∫ ∫ −−
−

−

−

−
1ln1ln

11
 

 
Con el Mathcad: 
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� Ejemplo de integración por partes 

 
 

Calcular la integral ∫ xdxx ln2  

 

Sabiendo que 
x

x 1)'(ln =  y que cxdxx +=∫ 3

3
2 , parece razonable integrar por partes.  

 
Tomemos xxf ln)( =  y 2)(' xxg =  y entonces:  
 

=+−=−=−= ∫∫∫ cxxxdxxxxdxx
x

xxxdxx
33

1ln
33

1ln
33

1ln
3

ln
33

2
333

2  

 

que, una vez simplificado, equivale a: cxx
+



 −=

3
1ln

3

3
. 

 
Con el Mathcad, utilizando el comando simbólico collect para sacar factor común de la 
variable, quedaría así: 
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� Ejemplo de integración de funciones racionales 

 
 

Calcular  (a) ∫ +
dx

x
x

12

2
 ,    (b) ∫ −+

dx
ee xx 2
1

2  

 
 
(a) Como el numerador no es de grado inferior al denominador, procederemos antes de 
integrar a dividir 2x  entre 12 +x  siendo 1 el cociente obtenido y -1 el resto: 
 

∫ ∫∫∫ +−=
+

−=








+
−=

+
cxxdx

x
dxdx

x
dx

x
x arctan

1
11

1
11

1 222

2
 

 
 

(b) El integrando es función racional de xe , luego haremos el cambio xet = , dxedt x=  : 
 
 

∫ ∫ −+
=

−+ )2(2 22 ttt
dt

ee
dx
xx  

 
 
Ahora debe integarse una función racional cuyo denominador se descompone en la forma 

)2)(1()2( 2 +−=−+ tttttt  con lo que: 
 
 

)2)(1(
)1()2()2)(1(

21)2(
1

2 +−
−++++−

=
+

+
−

+=
−+ ttt

tCttBtttA
t
C

t
B

t
A

ttt
 

 

Resolviendo la ecuación anterior, determinamos que : 
6
1;

3
1;

2
1

==
−

= CBA  . Entonces: 

 

c
e

eec
t
ttcttt

t
dt

t
dt

t
dtdt

t
C

t
B

t
Adt

ttt

x

xx
+

−⋅+
=+

−⋅+
=+++−+

−
=

=
+

+
−

+
−

=
+

+
−

+=
−+ ∫ ∫ ∫∫ ∫

3636

2

12ln12ln2ln
6
11ln

3
1ln

2
1

26
1

13
1

2
1)

21
(

)2(
1

 

 
 
Con el Mathcad, utilizando el comando simbólico convert to partial fraction para hacer la 
descomposición en fracciones simples, quedaría así: 
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� Ejemplo de integración de funciones trigonométricas 
 

Calcular  (a) ∫ +
dt

t
t

)(cos1
)sin(
2 , (b) xdxx msincos5∫  

 
(a) Podemos mejorar muchísimo el aspecto de esta integral efectuando el siguiente cambio de 
variable: )cos(ts =

 
que conlleva dttds )sin(−= . Substituyendo ambas expresiones 

podemos escribir: 
 

∫ ∫ =
+

−=
+ 22 1)(cos1

)sin(
s
dsdt

t
t

 
 
siendo esta última una integral inmediata. Por tanto: 
 

=+−= Cs)arctan(
  

y –finalmente- deshaciendo el cambio, obtenemos:  
 

Ct +−= ))(arctan(cos
  

(b) Hagamos el cambio t = sinx,  entonces dt = cosx dx. Así, tenemos que: 
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dttdtxdtxxdx 2222225 )1()sin1()(coscos −=−== , con lo que: 
 

 
C

m
x

m
x

m
xC

m
t

m
t

m
t

dttttdtttxdxx

mmmmmm

mmmmm

+
+

+
+

−
+

=+
+

+
+

−
+

=

=+−=−=

++++++

++∫∫∫

5
sin

3
sin2

1
sin

53
2

1

)2()1(sincos

531531

42225
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Madrid. Contiene ejercicios y exámenes sobre integración. 
 

[W8] http://www.uco.es/organiza/departamentos/quimica-fisica/quimica-fisica/CD/CD0.htm 
 
Página web que trata sobre un curso de aprendizaje de Mathcad. Hay ejemplos sobre 
integrales, en el apartado 6) Operadores y en el 15) Matemáticas Simbólicas.  
 

[W9] http://www.terra.es/personal/jftjft/Home.htm 
 
Página completa sobre todo lo relacionado con las matemáticas. Aparecen matemáticos 
famosos y aplicaciones de las matemáticas a diversos campos.  
 


