D)([(

UOC

www.uoc.edu Integral Indefinida

LA INTEGRAL INDEFINIDA

Autores: Paco Martinez (jmartinezbos@uoc.edu), Patrici Molinas (pmolinas@uoc.edu).

ESQUEMA DE CONTENIDOS

m

Integral

Indefinida

Integracion de

Integraciéon !

por cambio de funciones

variable racionales

v
Integracion por
partes
=3

Proyecto e-Math 1

Financiado por la Secretaria de Estado de Educacion y Universidades (MECD)




UOC

www.uoc.edu Integral Indefinida

D)([(

INTRODUCCION

En este math-bock trataremos el problema inverso de hallar la derivada de una funcion:
calcular una primitiva de la misma. Aunque se sabe que cualquier funcién continua tiene
primitiva, no existen férmulas, ni métodos, para calcular éstas con exactitud mas que unos
poCos casos.

El objeto de este tema es exponer algunos de dichos métodos, y su importancia se notara en
el capitulo de la Integral definida y sus aplicaciones, donde veremos la relaciéon que hay entre
el érea y la integral definida y la regla de Barrow, conexién entre el Calculo Diferencial y el
Célculo Integral.

Calcularemos integrales indefinidas de todo tipo: inmediatas, mediante cambio de variable,
por partes, integracion de funciones racionales, irracionales y trigonométricas.

OBJETIVOS

1. Conocer y aplicar el concepto de primitiva de una funcion.

2. Ver la integral como la operacion inversa de derivar.

3. Calcular integrales inmediatas, aplicando las propiedades de las primitivas.

4. Transformar una integral en otra mas sencilla haciendo un cambio de variable.

5. Hallar integrales por el método de integracion por partes.

6. Saber utilizar las funciones racionales y el método de integracion derivado de ellas,
descomponiendo dichas funciones en fracciones simples, cuyas integrales son

inmediatas.

7. Calcular integrales irracionales y trigonométricas eligiendo el cambio de variable
adecuado.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

A fin de poder aprovechar al maximo esta unidad es recomendable tener conocimientos
basicos sobre funciones de una variable, derivacion y uso del programa Mathcad.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

o Concepto de Primitiva

Sea | un intervalo abierto, y f una funcién definida en I. Una primitiva de f en | es una funcién,
F, continua en | que verifica: F'(x) = f(x) ¥Yxel. Luego todas las primitivas de f son del tipo
G(x) = F(x) + C, siendo C una constante cualquiera, pues G’(x) = F'(x) + 0 = f(x).

El conjunto formado por todas las primitivas de f se llama integral indefinida de f, y se
designa por | f(x) dx (se lee integral de f(x) diferencial de x). Luego, escribiremos

[ f(x)dx = F(x) + C

Proyecto e-Math 2
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Ejemplo: f 3x% dx = x*+c, ya que F(x)= X3 ; F(x) = 3% =f(x)

Una primitiva de f(x) =1 + cosx es F(x) = x + sinx. AAadiendo constantes, obtenemos mas
primitivas

Integraciéon inmediata

A las primitivas que resultan aplicando en modo inverso las formulas de derivacion se les
llama integrales inmediatas.

El recuerdo del cuadro de las derivadas de las funciones fundamentales, asi como la regla de
derivacion de una funcién de funcion, nos van a permitir recordar una tabla de integrales
inmediatas, cuyo uso se hace imprescindible:

Idx=x+c Itmxdx=_[%cix=—£lcnsxl+c
_— yetl _ [cosx o _

Ix dr = | + Icntxdx—_l-sgmdx—l.l.seanc

J- at = X + Iseczxd_x‘:.l- l .:ix:Jll:l +tan2x]|.:ix=tanx+c
2.7 cogdy

oogac x.:ix_[ dx = _I.{l +n::u:nt3x]|.:ix =—ootx +¢

enx

secxtanxdy = secx +o

J.exdxzex +c

X
x o
_[ﬂ cx = L—+ﬁ' coseck cotxdy = —casecy + ¢

2

xx? 1

1

..'x2—1

.:ix— aroooty +¢

=grcsecy +o
Isenxdx = —Cosx +0

_[n:u:usxdx = 5EMK +0C

.:ix = atctanx+c

I
I
I
(4 < e [—2l = axcoosecr +c
[—==
I
I+

I 1 dy = arcseny + ¢
1-x2

_[ -1 gy = atccosy +c
1-x2

Propiedades:

Veamos a continuacion las propiedades que verifican las integrales indefinidas, que son
consecuencia inmediata de la definicién de primitiva y de las propiedades de las derivadas.

[0+ g(dx = [ f(0de+ [ g@)dx
J’ kf (x)dx = k j F(x)dx Vk € R
3. J’ (k1 f () + kg (x))dx = ky j F(x)dx +ky j g(x)dx ki, ky €R
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Ejemplo:

3 x 3 x 5x4 . x
I(Sx —2cosx+3e” )dx = SIx dx—2jcosxdx+3je dx :T—Zsmx+3e +c
Integracion por cambio de variable
Una técnica para encontrar primitivas tiene la regla de la cadena como base. La regla de la

cadena nos indica que si tenemos una funcion f(t) que sabemos integrar, y, en lugar de t
ponemos alguna otra funcién de x, t = g(x), entonces:

[ 7(aCg (d = [ rinyar

Después integranps con respecto a t y, ya para acabar, deshacenos el

canbi o.

Se trata de transformar una integral en otra mas sencilla haciendo un cambio de variable
adecuado.

sin(3x +5)

Ejemplo: Calcular j—
I1+cos(3x +5)

Solucion:

Podemos mejorar muchisimo el aspecto de esta integral efectuando el siguiente cambio de
variable: ¢=cos(3x+5) que conlleva df=-3sin(3x+5)dx. Substituyendo ambas

expresiones podemos escribir:

_[ sin(3x+5) dx_—lj-—3sm(3x+5)dx=

I1+cos(3x+5) 3 J1+cos(3x+5)
L - Ldzz_—lln|1+z|+c
391+¢ 371+¢ 3

Deshaciendo el cambio:

J' sin(3x+5)

dx = _—11n|1 +cos(3x+5)[+c
I1+cos(3x+5) 3

Integracion por partes

Este método se basa en la formula
[ 08 dr = F(g(0) - [ £'@)g@)dx
cuya deduccion es trivial a partir de la regla de derivacién de un producto.

Ejemplo: Calcular J.ezx sin xdx
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Solucioén:

Aplicaremos integracion por partes, con f(x) =sinx, g'(x) = e>* .

Asi: f'(x)=cosx , g(x):%ezx e I :j‘ezx sinxdx:%ezx sinx—%jezx cos xdx .

Aplicando de nuevo integracion por partes, tomando g'(x) :ezx,f(x) = Ccosx tenemos

g(x)= %ezx,f’(x) = —sin x quedando:

I = Iezx sin xdx =%e2x sinx—%fezx cos xdx =

= ler sinx—l(lezx cosx+lJ.e2x sin xdx) =
2 22 2
:lezx sinx—lezx cosx—ll
2 4 4
Luego: [ :ler sinx—lezx cosx—ll :21 =lezx sinx—lezx COS X
2 4 474 T2 4

1 .
Despejando |, se tiene que [ = ger (2sinx —cos x)

Integracion de funciones racionales

P(x)
O(x)
si grado de P(x) > grado de Q(x), entonces podemos dividir P(x) entre Q(x) obteniendo:

P(x) = C(x)Q(x)+ R(x), siendo C(x) el cociente y R(x) el resto, ademas R(x) = 0, o bien,
grado R(x)<grado Q(x). Asi:

Una funcién racional tiene la forma: , donde P(x) y Q(x) son polinomios. Sabemos que

I 000) dx = J[C(x) + 000) }dx IC(x)dx + J. 000) dx

La primera integral es polinémica, luego inmediata. La segunda integral vale cero (si R(x) = 0),
o grado R(x)<grado Q(x), en cuyo caso Q(x) se puede descomponer en factores irreducibles
(segun un teorema del algebra), es decir, por medio de sus raices.

R(x
Segun otro teorema algebraico, la fraccion % se puede descomponer en suma de
X
fracciones de coeficientes irreducibles. Veamos todo esto con un ejemplo.
4
Ejemplo: Calcularj. dx
x =1

Solucion:

Como el grado del numerador es igual al del denominador, procederemos —antes de

integrar— a dividir x4 entre x4 —1 siendo 1 el cociente obtenido y 1 el resto:

Proyecto e-Math 5
Financiado por la Secretaria de Estado de Educacion y Universidades (MECD)



D)([(

UOC

www.uoc.edu Integral Indefinida

J Z:dx:j{” }JX=Idx+I 41_1dx=

X X

x -1

Mientras que la primera integral es inmediata, la segunda requiere descomponer la fraccion
en suma de fracciones de coeficientes irreducibles:

1 A B C
= + +
=1 x+1 x—-1 x*+1

Resolviendo la ecuacién anterior, determinamos que

Retomando la integral:

=)c—l de+lj' ! dx—lJ. ! dx =
47 x+1 4 x-1 2924

= x—lln|x+1|+lln|x—1|—larctgx+c =
4 4 2

= x—lln|x+l|+lln|x—l|—larctgx+c =
4 4 2

y simplificando:

I o [x-1 1
=x+—In ——arctgx +c
x+1

Veremos en los casos practicos con software como el Mathcad puede, ademas de calcular la
integral directamente, hacer la descomposicion, en fracciones simples, por nosotros.

Integracion de funciones irracionales

+b\" +bY
Las integrales del tipo IR(x,p ax EERN ax )dx , (R cociente entre
cx+d cx+d

expresiones) y p,...,s naturales, se transforman en una racional si se hace el cambio

+b
M :(ax ] siendo M =m.c.m(p,---,s)

cx+d

1
.[ T
Vx+2+3/x+2

Ejemplo: Calcular
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Solucidn:

Hagamos el cambio t® = x+2 conlo que: ¢ = (x+ 2)1/6 y dx= 6t5dt,

6t
dx = dt = —dl
J.\/x+2+%/x+2 J.t3+t t+1

Tenemos una funcién racional. Como el grado del numerador es mayor al del denominador,

dividiremos 6¢° entre ¢ +1 siendo 6¢2 — 6t + 6 el cociente obtenido y -6 el resto:

j—dt_ét —6+6- tidt_zt 362 +6t—6Lnft+1)+C
+

Luego, deshaciendo el cambio:

dx=20x+2-3R/x+2+6Yx+2-6Ln1+¥x+2)+C

1
J.\/x+2+§/x+2

Integracion de funciones trigonométricas
Tipo Isinm xcos” xdx siendo my n naturales y tipojR(sin x,cosx)dx (R cociente)

Se hace los cambios t = sinx, t = cosx, t = tgx 6 t = tg(x/2) segun convenga.

nx
dx

s1
Ejemplo: Calcular I
CoS™ x

Solucioén:

Dado que la derivada de cosx es —sinx, efectuamos el siguiente cambio de variable:
t =cosx, dt =—sin xdx, obteniendo una integral inmediata:

I sin x dx dt t_z +c ! +c —1 +c )
cos3 X t3 2 O 2t2 O 2cos2 X O

Para efectuar la integral mediante otro cambio de variable, nos fijamos que podemos rescribir
la fraccion de funciones trigonométricas de la siguiente forma:

sin x tox
J=5 = [ e
cos X Cos™ x

que deja entrever el interés de realizar también este otro cambio de variable: ¢ =#gx vy

1
dt = dx . Con este cambio, la integral se convierte en inmediata:

COS2 X

Proyecto e-Math 7
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12 ta2x

=Itdt=?+0(2) = 5

¢ ()

Los resultados obtenidos en (1) y (2) no son formalmente iguales aunque equivalen realmente
como veremos a continuacién. Dividiendo la ecuacion fundamental de la trigonometria por

cos2 Xx obtenemos:

1

COS2 X

tg2x+1 =

Substituyendo tgzx = —1 en el resultado obtenido en (2) obtenemos el resultado en

COS2 X

1
(1) menos 5 Basta, pues, para comprender lo que sucede, redefinir la constante arbitraria

1 1
de la integracion en (1) como la en (2) mas —, es decir, ¢y =¢ ——.
9 (1) (2) mas O CORN
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CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

Integral Indefinida

3
Calcular (a) J.L\/;de ,

XN X

O Ejemplos de integracién inmediata y con cambio de variable

1
©) | ————dx
Ier +er -2

(a) Descomponiendo la integral en varios sumandos, segun las propiedades de las integrales,

2

ot 43x +1 x> 3x 1
quedarla:J x\/; dx=Ix\/;dx+Ix\/;dx+Ix\/;dx=
ER ER =
szdx+3f—dx+jx 2abc:x—+3ln|x|+ al
X 5/2 -1/2

2
+c=—x
5

Las integrales resultantes, una vez simplificadas, son inmediatas.

N +31n|x|—

2
——=+c

Jx

(b) Realicemos la integracién mediante cambio de variables (expresado en los calculos

siguientes entre llaves):

= el I o Py

Con el Mathcad:

«" Mathcad Professional - [Untitled:1]
@ File Edit Yew Insert Format Math  Symbolics  Window  Help

= —ln(u+l)+c = {u :e_x}:—ln(e_x +1)+c

=k
=12 ]

[D-2EHIEGQRAY| BB » o~

s me = e o @

I MHormal

——

||E A E v=|[2 <F 31 ap

jl.-‘l'-.r

ial

: 5 5| EE|
(a) X +34x+1 g s 2y + ) - £ sin cos tan logy ~
wfx 5 ETE 3 K ﬁefx
X gt & () ® o= xf *y ofy
m 7 8 9 /f
I:bj - g 4 5 B il
[ 1=
dx — —Infexp(—%) + 1) v ” e
—X e I gxh
g+ 1 -1 2 3+ m m
+ = g — = E I:I'-
0
=3 J}i;n_'_ —Egl'
<] | _>I_I
Press F1 far help, [auTo | | |Page 1 o
9

Proyecto e-Math
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Ejemplo de integracién por partes

Calcular la integral J.xz In xdx

. .1 2 X3 .
Sabiendo que (Inx)'=— y que Ix dx = ? + ¢, parece razonable integrar por partes.
x
Tomemos f(x)=Inx y g'(x)=x" y entonces:

3 3 3 3 3
Ixz lnxdx=x—1nx—J'lx—dx=x—lnx—ljx2dx:x—lnx—lx—+c:
3 x 3 3 3 3 33

3
X
que, una vez simplificado, equivale a: = ?[lnx - 5} +c.

Con el Mathcad, utilizando el comando simbdlico collect para sacar factor comin de la
variable, quedaria asi:

. Mathcad Professional - [Untitled:1] - |I:I |ﬂ

@ File Edit Wiew Insertt Format Math | Symbolics Window Help |7 x|

D -BRAISRAY| & BE b b= &% o 7] §
Simplif

J E 4 [ F@ E 7] af W JF E;:_I; [imes Mew Roman jlﬂ]

Factor ﬂ
Collect M H
Paolynomial Coefficients = 1= = J
Wariable b = = fx
Matrix » xf xfy xfj.r
Transfarm »
Calculusigd!
Evaluation Style. .. s :_:n .
ur: nml fll-
| | | | '
J xz.]n(xj dey = E-xE-]n(xj - E-xg cn]lect,ﬂ - [Eln(x - Ej-xg Jz T
Tim  Tim, Tim
=i =37 -+d
b2
1 | | k
Collect polyniomial terms For the selected subexpression ALUTO |_| Pagel
Proyecto e-Math 10
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O Ejemplo de integracion de funciones racionales

x2

1
Calcular (a) dc, (b) | ———dx
‘[x2+1 '[ezx+ex—2

(a) Como el numerador no es de grado inferior al denominador, procederemos —antes de
integrar— a dividir x” entre x* +1 siendo 1 el cociente obtenido y -1 el resto:

2
X
'[x2+1

dx:II— ! dxzjldx—j ! dx =x—arctanx + ¢
x2+1 x2+1

(b) El integrando es funcién racional de e*, luego haremos el cambio ¢ = e’, dt=e"dx :

_[ dx :J‘ dt
e? +e* -2 t(t2+t—2)

Ahora debe integarse una funcién racional cuyo denominador se descompone en la forma
1(t? +1—2) = t(t —1)(t +2) con lo que:

1 _£+ B N C _A(t—l)(t+2)+Bt(t+2)+Ct(t—1)
(> +t-2) t t=1 t+2 1t —1)(t+2)

. . . . - 1 1
Resolviendo la ecuacion anterior, determinamos que : 4 = T;B = E;C = g . Entonces:

J.%dt:‘[(é'i‘iﬁ‘L)dt:_—l £+1J. dt +1J. dt =
tt” +t-2) t t-1 t+2 29t 37¢t-1 671t+2

Grr2-1 et r2 e 1
—————+c=In +c
Nt Jo

Con el Mathcad, utilizando el comando simbdlico convert to partial fraction para hacer la
descomposicion en fracciones simples, quedaria asi:

St W PO T e
2 3 6

Proyecto e-Math 11
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ol
Iﬂ File Edt View Insert Format Math | Symbolics Window Help - |2 x|
|D-BRERAY & BE Lo o= [ <] 8@

Simplify - g
@4k~ nanf o i S dszo ===

Factar =
(a) }{2 Collect b

dk — x - atan(x) Palvniomial Coefficients

o+l
Solve
(b) Makrix 4 Substitute
Transform 4 Differentiate -1 1 1

Convert to Partial Fraction

—t—
2 Integrat . . gt =
t-I:T +i- 2] Ewaluation Style... e ! t| 6(t+3) 3{-1)

Expand to Seties...

1

1 1 1
; dt —>—-|n(1+2)+§-ln(—1+t)—E-In(t)
1-[t +t—2]

di — é-ln[exp(x) +1) + %-In(—l +explx)) - %-In[exp(x])

2 K
g4+ e -2
L
L
4 _| >
Create a parkial fraction expansion with respect to the selected variable ALTO l_ Pagel 4

Ejemplo de integracién de funciones trigonométricas

sin(¢)

Calcular (a)I | 7 O
+cos

dt , (b) Icoss xsin” xdx

(a) Podemos mejorar muchisimo el aspecto de esta integral efectuando el siguiente cambio de
variable: s =cos(f) que conlleva ds =—sin(t)df. Substituyendo ambas expresiones
podemos escribir:

jﬂm:—jﬂz

1+ cos> (f) 1452
siendo esta Ultima una integral inmediata. Por tanto:
= —arctan(s)+ C =
y —finalmente- deshaciendo el cambio, obtenemos:
= —arctan(cos(?)) + C

(b) Hagamos el cambio t = sinx, entonces dt = cosx dx. Asi, tenemos que:

Proyecto e-Math 12
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cos® xdx = (cos2 x)zdt =(1- sin? x)zdt =(1 —tz)zdt , con lo que:

Icoss xsin™ xdx = I(l 122y = j(t’" _ppErm g Ay gy

m+1 tm+3 tm+5 Sinm—i-l ¥ sinm+3 ¥ Sinm+5 ¥

! -2 + +C= -2 + +C
m+1 m+3 m+5 m+1 m+3 m+5

« ' Mathcad Professional - [Untitled:1] - |EI |£|

@ File Edit “ew Insert Formatk Math  Swmbolics  wWindow  Help =|i|£|
|D-SEHSRAY| 2B T D= &S|z =&

| B A [ o= | [2 <E 30 a8 ® | |[Nomal ][l =]

x| =

%m — —atan(cos(t)) I im0 @ f

1+ (eos() i
f

Tim  Tim i
LS

J‘ (cus(xjjj-(sin(xjjmdx —>J‘ cos(xjj-sjn(x)mdx (Mo sabe resalverla)

= |%

n

o

=

ats
=

] LE]

— == fx

=M
=

xf ijf ij,f

Sin embargo sile damos valores a la m si sabe resolverla:

J‘ (cus(xjjj-(sm(XJJde — _El-sin(x)z-cns(xjﬁ - i-cns(x}ﬁ

J‘ (cus(xjjj-(sin(xjjjdx — I—Dl-sm(x)dl-cns(xjﬁ - %-sin(sz-cns(xjﬁ - ;—D-cns(xjﬁ

KN o

Check the spelling of text regions [T | Pagel
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W3]

[we]

(W7]
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http://www.xtec.es/~jlagares/manualwinfun.cat/estractemanualfuncionsperawindows.htm

Pagina web sobre un articulo que gané el segundo premio en el "concurso de programas
educativos para ordenador', organizado por el M.E.C. en el afio 1993. Trata sobre el
programa “funciones para windows”, e incluye ejemplos graficos. Este programa es capaz
de, ademas de calcular integrales, representar funciones, calcular los puntos de corte entre
ellas, hallar el area que encierran, etc. Un programa muy completo, interesante y facil de
manejar.

http://www.sectormatematica.cl/educsuperior.htm

Pagina web con ejercicios sobre todos los aspectos que abarca la integracién indefinida,
desde las integrales inmediatas, hasta las trigonométricas e irracionales. La pagina esta
estructurada en una guia de ejercicios, un enlace para resolver integrales en linea
(INTEGRATOR) y otros contenidos que trata.

http://www.okmath.com/Catego2.asp?clave=11

Pagina web con problemas resueltos, por nivel de dificultad, sobre integrales inmediatas, por
partes y trigonométricas.

http://planetmath.org/encyclopedia/lntegrationByParts.html

Pagina web de la enciclopedia de PlanetMath.org sobre Integraciéon por partes. También se
pueden buscar en http://planetmath.org/encyclopedia otros conceptos como integral, etc.

http://batllo.informatica.uma.es/matap/svera/docs/apuntesitt.ntml

Pagina web de Salvador Vera Ballesteros, profesor del Departamento de matematicas
aplicada de la universidad de Malaga. Contiene problemas, examenes y apuntes sobre la
integral indefinida.

http://cariari.ucr.ac.cr/~cimm/calculo.html

Pagina web que trata sobre un curso de célculo diferencial. En el capitulo 9.2 habla de la
integracion y la antiderivacion. Hay teoria y ejercicios.

http://www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupo13m/

Pagina web del Departamento de matematicas aplicada de la Universidad Politécnica de
Madrid. Contiene ejercicios y examenes sobre integracion.

http://www.uco.es/organiza/departamentos/quimica-fisica/quimica-fisica/CD/CD0.htm

Pagina web que trata sobre un curso de aprendizaje de Mathcad. Hay ejemplos sobre
integrales, en el apartado 6) Operadores y en el 15) Matematicas Simbdlicas.

http://www.terra.es/personal/jftifttHome.htm

Pagina completa sobre todo lo relacionado con las matematicas. Aparecen matematicos
famosos y aplicaciones de las matematicas a diversos campos.
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