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INTRODUCCION

Cuando una persona se enfrenta por vez primera con el término Investigacién de Operaciones, no
suele ser conocedora de las caracteristicas especificas de esta ciencia ni de su objeto de estudio.
Ademas, la Investigacion Operativa puede tener componentes muy diversos dependiendo de su
area de aplicacion concreta: Administracion de Empresas, Ingenieria u otras. El objeto de estudio
de la Investigacion Operativa es la toma cientifica de decisiones mediante el empleo de
técnicas cuantitativas. Es importante tener esta definicion clara y, de esta forma, nos daremos
cuenta de la amplitud de campo de la Investigacion Operativa (10).

Con demasiada frecuencia se ha hecho demasiado hincapié en los modelos de Programacion
Lineal dentro de la Investigacién Operativa, lo cual ha dificultado la distincion entre ambos
términos. Lo cierto es que la Programacion Lineal es sélo una parte de la Investigacion Operativa
aunque, sin duda, una de las mas importantes. Otras areas o secciones habituales en el estudio
de la 10 son las siguientes (esta relacion no es exhaustiva, sino que sélo pretende dar una idea
de la extension de la 10):

a) Programacion entera

b) Problemas de transporte

c) Analisis de grafos y de redes. PERT y CPM.
d) Programacion dinamica
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e) Teoria de juegos.

f) Programacion no lineal.

g) Teoria de colas.

h) Teoria de inventarios

i) Procesos markovianos de decision. Andlisis de decision.
j)  Simulacién

k) Fiabilidad

Existen, de este modo, otras areas —ademas de la PL- en las que la Investigacién Operativa
ejerce también su estudio. Es claro pues que la Investigacion Operativa es una ciencia
multidisciplinar que aparece en muchos campos del ambito industrial, empresarial y de la
administracion publica. De hecho, con la aparicion de la Programacion Lineal en los afios 40,
aparece el sentimiento de dar una cohesidon o vision de conjunto a todas las técnicas
anteriormente enunciadas. Esa vision cohesionada, junto con el concepto de sistema, permite la
aparicion de la Investigacion de Operaciones como ciencia.

Las subdivisiones en las que se establece la |0 tienen los siguientes elementos en comun:

1) Son necesarios amplios conocimientos de matematicas, es decir, del manejo de muchas
técnicas matematicas, aunque con inmediata aplicacién a la realidad.

2) Es necesario que, al final de cada problema definido, haya una decisién que tomar.

3) Es preciso definir un modelo que dé cauce a la toma de decisiones.

En el estudio de la Investigacidon Operativa se puede hacer mas énfasis en los aspectos tedricos
de los modelos matematicos o bien en los aspectos practicos. Estudiar de forma exclusiva
modelos matematicos, aun siendo importante para la 10, no constituye el principal ejercicio de la
10: es necesario verificar la aplicabilidad de los resultados que se deriven de los modelos
matematicos.

Por ello, en muchos casos, se hace énfasis en los aspectos practicos de la 10 estableciendo
puentes con los diversos ambitos de la gestion empresarial. En este sentido, y con objeto de
tener una visidn precisa para una introduccién de las técnicas operativas, se recomienda la
consulta de los capitulos introductorios de alguno de los manuales cuyos autores son:

e Anderson, D.R., Sweeney, D. J. y Williams, T.A. (2001) (Capitulos 1y 7)
e Hillier, F.S. y Liebermann, G.J. (2001) (Capitulos 1,2 y 3)
e Hillier, F.S., Hillier, M.S. y Liebermann, G.J. (2000) (Capitulos 1y 2)

También a nivel introductorio se pueden visitar algunas de las siguientes paginas web:

e http://www.informs.org/ Sociedad Americana de Investigacion Operativa.

e http://www.ifors.org/ Federacion Internacional de Sociedades de Investigacién de
Operaciones.

e http://www.orie.cornell.edu/ Departamento de Investigacion Operativa de la Universidad
de Cornell en Nueva York.

e htip://www.worms.ms.unimelb.edu.au/ Informacidon genérica sobre Investigacion
Operativa.

En este sentido, hay que destacar que las técnicas de Investigacion Operativa tienen un auge
inusitado en los Estados Unidos. Algunos de los motivos de este auge son: a) razones histdricas,
b) la cultura empresarial americana, y c) la dimensién del mercado americano. En Europa, cada
vez se aplican mas estas técnicas pero, con frecuencia, con un acento mucho mas teérico. Entre
los paises europeos que mas aplican las técnicas de la 10 se pueden destacar los siguientes:
Gran Bretana, Holanda, Francia y Alemania. Con el fendmeno de la globalizacién econémica,
cada vez son mas las empresas multinacionales que emplean técnicas de Investigacion
Operativa para la toma cientifica de decisiones.
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OBJETIVOS
. Entender el concepto de Investigacion Operativa.
. Conocer las areas de estudio de la Investigacion Operativa.
. Comprender el desarrollo histérico de la IO como ciencia.
. Entender qué es la Programacién Lineal y su importancia dentro de la 10.
CONOCIMIENTOS PREVIOS

Es recomendable tener unos conocimientos basicos de Matematicas (nivel de Bachillerato o
equivalente).

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

REFERENCIA HISTORICA DE LA IO

Suele ser dificil hacer una referencia histérica de la Investigacién Operativa. Principalmente,
porque no es sencillo establecer sus origenes. Como se ha comentado anteriormente, muchas
son las areas que componen la |0, y hasta que aparecié un elemento aglutinador en los afios 40
del siglo XX, cada area tuvo su propia referencia histérica, haciendo muy dificil establecer la
fecha exacta del nacimiento de la 10. No obstante, procuraremos dar unas pinceladas al
respecto.

La necesidad de tomar decisiones es tan antigua como el hombre mismo, por ello, hemos de
preguntarnos por qué la 10 nace en un momento histérico preciso. Esto fue asi, porque la
realidad humana se fue complicando poco a poco y las decisiones que en un principio eran
triviales, se convirtieron en decisiones dificiles. Con la llegada de la Revolucién Industrial, la
sociedad se hizo mucho mas compleja y las decisiones habian de tomarse con mas cuidado
porque involucraban a mas personas en sus consecuencias. Veamos a continuacion lo que esto
supuso histéricamente.

0 Introduccion

Las diferentes ciencias han de ser comprendidas con profundidad antes de poder ser
analizadas desde un punto de vista historico. Quizas no sea facil establecer los origenes de
la Investigacion Operativa, porque no se tuvo conciencia de la misma hasta mucho mas
tarde de que algunas de sus ramas nacieran y se desarrollaran. No obstante, es necesario
relacionar el alumbramiento de Ila Investigacion de Operaciones, por lo menos
nominalmente, con el transcurso de la Il Guerra Mundial. Por esta razén, hemos de pensar
en los origenes de la ciencia operacional como en los de una técnica de naturaleza militar.
Dichos origenes han supuesto una impronta decisiva en el tratamiento de las técnicas
operacionales. En este sentido, cuando se pretende trazar una historiografia de una ciencia
es muy importante delimitar la frontera de la misma en los terrenos conceptual e histérico.

0 Prolegémenos y rudimentos de la 10: la ciencia de la gestién

Después del proceso introductorio llegamos al momento delicado de establecer diferencias
entre la Investigacion de Operaciones y la Ciencia de la Gestidén (o de la Administracion).
Entendemos por Ciencia de la Gestion (traduccién del término inglés Management Science)
la aplicacién de los métodos y técnicas de la ciencia actual a los problemas de toma de
decisiones en la administracion. Realmente, esta misma definicién podria valer también para
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Investigacion Operativa, aunque ésta necesite de un manejo mas explicito de técnicas
matematicas. Por tanto, estas dos ciencias pueden darse en el momento presente como
equivalentes o sinénimas. No obstante, se puede comprender que la gestion y la
organizacion han sido necesarias para la humanidad desde sus albores.

La necesidad de planificacion y organizacion aparece ya en el antiguo Egipto hacia el afio
4000 a. C. y se va desarrollando a través de toda la Antigliedad hasta el advenimiento del
Imperio Romano. En Israel y China también aparecen timidos escarceos de organizacion y
direccion hacia el afio 1000 a. C. Nabucodonosor establece algunas ideas sobre control de
la produccioén hacia el afio 600 a. C. En Grecia, se desarrollan en el 350 a. C. los primeros
métodos de organizacién del trabajo y del tiempo. Alrededor del afio 30 a. C., Julio César
establece diversas ideas de planificacion, control y unidad de mando, que luego pone en
practica en todo el Imperio Romano.

Todos los estudios y planteamientos organizacionales de la Antigiedad tienen su
proyeccién, que no su continuacién, a lo largo de toda la Edad Media, en donde se
aprovechan sin posteriores desarrollos. Durante el siglo XV, en la ltalia renacentista se
vuelven a plantear de nuevo las cuestiones organizativas y aparecen diversos estudios sobre
costes y sobre control de existencias. No es facil establecer otros hitos acerca de la
organizacion hasta el siglo XVIIl, cuando Pierre de Montmort inicia sus primeras ideas
directivas que luego dan lugar a la teoria de juegos.

Con los inicios de la | Revolucién Industrial, el sentido y la forma de estudio de la Ciencia
de la Gestion adquieren su ser mas pleno. Por otra parte, el desarrollo de las matematicas
durante los siglos XVIII y XIX permite disponer de las herramientas necesarias para la futura
construccion de la Investigacion de Operaciones. De esta forma, en 1767, Gaspard Monge
descubre la manera geométrica de resolver un programa lineal. Posteriormente, Adam
Smith establece el principio de especializacion en los trabajos, y Robert Owen, ya en el siglo
XIX, realiza un estudio sobre tareas en un proceso productivo, y advierte de la necesidad de
adiestramiento en las mismas por parte de los operarios. Una aportaciéon fundamental la
realiza Babbage, en 1832, construyendo lo que se podria llamar el primer computador
digital, que vendria a ser el antecesor de los modernos ordenadores. A finales del siglo XIX,
Joseph Wharton hace de la direccién estratégica e industrial un saber universitario. No
obstante, el auge de las revoluciones industriales del XIX permiten establecer un caldo de
cultivo adecuado para el estudio de la ciencia operacional. Asi, Frederick W. Taylor y Henry
L. Gantt, ante la necesidad de planificacion de la produccion, establecen el método cientifico
de direccion y las graficas de programacion productiva (de Gantt), respectivamente. A partir
de este momento aparece la aportacion nuclear del siglo XX a la Investigacion de
Operaciones, sabiendo que es en esta centuria cuando se produce su nacimiento real.

Génesis de la 10 en el siglo XX

Diversos hechos habian ocurrido en los albores de ese siglo, que luego ayudaron a la
génesis de la ciencia operativa. Entre otros citaremos: a) los rudimentos de la teoria de
colas, con A K. Erlang, y b) la construccion del modelo econémico del tamarno del lote,
con F.W. Harris. Sin embargo, estos hitos que luego constituyeron elementos clave de la
Investigacion Operativa, no permitieron establecer la misma como un saber independiente.

Tiene sentido iniciar nuestra exposicion en el momento en el que se tuvo una conciencia
clara de que algo nuevo y diferenciador estaba naciendo en el ambito de la teoria de la
organizacion a gran escala. Este momento es el preludio de la Il Guerra Mundial.
Podriamos decir que es hacia 1935 cuando Inglaterra se da cuenta de que necesita dar una
respuesta adecuada al creciente poderio militar aleman. Por esta razon, el gobierno inglés
urge a un grupo de cientificos a que realicen experimentos que conduzcan a un mejor control
del espacio aéreo. Fruto de esta experimentacion aparece el radar, que constituye el inicio
de la lucha por la supremacia aérea. Este grupo de investigadores tomoé su base en
Bawdsey, y por esta razén se llamé grupo de Bawdsey.

De forma paralela, otro grupo se estuvo estableciendo durante 1936 para desarrollar el
experimento Biggin Hill, que permitia la simulaciéon de aviones enemigos y su deteccion. La

Proyecto e-Math 4
Financiado por la Secretaria de Estado de Educacion y Universidades (MECD)



D)((

UocC

www.uoc.edu Introduccién a la 10

conjuncion de estos dos grupos, permitié ofrecer a la RAF (Royal Air Force) una estructura
operacional, para sus equipos materiales y humanos, que le posibilitd librar la batalla de
Inglaterra en 1940-41. El grupo de Bawdsey fue dirigido en 1938 por A.P. Rowe, el cual
acufid la expresion ‘Operations Research’, que posteriormente se extendié dentro del
ambito cientifico al resto de paises occidentales.

La batalla de Inglaterra se recrudece en el otofio de 1940. Por esta razén, se solicita la
ayuda de P.M.S. Blackett, un fisico que después conseguira el Premio Nobel por sus
trabajos en rayos cdésmicos, con objeto de establecer una seccion de Investigacion Operativa
dentro de los comandos de accién de la RAF. Del mismo modo, Blackett fue consultado en
diciembre de 1941, sobre la posibilidad de constituir una seccién similar dentro de la
Armada. Dicha seccion fue constituida en enero de 1942.

Cuando los Estados Unidos entran en la guerra, son conscientes de la necesidad de tales
grupos operativos y de la constitucion de secciones operacionales para el éxito de los
mismos. De esta manera, constituyen en 1942 un grupo operacional de lucha antisubmarina
(ASWORG - Anti-Submarine Warfare Operations Research Group) que recoge toda la
experiencia inglesa desarrollada por Blackett. De forma similar, la Fuerza Aérea Americana
estructura diversos grupos operacionales para llevar a cabo sus labores logisticas. Al final de
la guerra, la Armada americana disponia de un departamento de Investigacién Operativa
compuesto por mas de setenta cientificos, y la Fuerza Aérea disponia de mas de dos
docenas de secciones operacionales.

No puede decirse que las potencias del Eje hicieran uso de las técnicas operacionales
durante la Il Guerra Mundial, mientras que el niumero de cientificos e investigadores
involucrados en Investigacién Operativa en la contienda por parte de ingleses, americanos y
canadienses superd los setecientos. Las aportaciones que hicieron todos estos
investigadores supusieron un giro copernicano en la manera de concebir la Ciencia de la
Gestion en los afios siguientes. De alguna manera, todos estos estudiosos que trabajaban
de manera aislada en los afos treinta se aglutinaron holisticamente con ocasion de la
guerra, y produjeron un conjunto de técnicas y teorias que ocasionaron el alumbramiento de
la Investigacion de Operaciones como ciencia.

El crecimiento de la 10, de 1945 a la actualidad

Es muy dificil condensar en unas lineas todo lo que han supuesto las décadas anteriormente
mencionadas para la ciencia operacional, habida cuenta de su importancia y de la riqueza de
trabajos producidos. Realmente, se ha construido méas ciencia operacional durante estos
afios que en todo el resto de la historia de la humanidad. Puede decirse, por tanto, que la
verdadera historia de la Investigacion Operativa se ha desarrollado durante este periodo: se
han establecido lineas de investigacion, han aparecido sociedades profesionales, se han
creado revistas de investigacion, se han publicado libros y se ha incluido la materia dentro
del curriculum educativo.

Una vez finalizé la contienda mundial y habida cuenta del éxito cosechado por las técnicas
operativas, éstas continuaron desarrollandose dentro del ambito militar, puesto que era el
ejército quien poseia la mayor parte de los investigadores y quien estaba interesado en
proseguir dicha linea de trabajo. A mediados de los afios cincuenta se desplazé el centro de
gravedad de interés de la Investigacion Operativa, y alcanzé el terreno industrial y el
académico. Aparece el interés por la Ciencia de la Gestion (Management Science). En la
década de los setenta, ha continuado el desarrollo expansivo de la Investigacion Operativa,
llegando al ambito de la administracion publica, tratando los siguientes tipos de problemas:
transporte urbano, administraciéon de justicia, construccion de edificios publicos,
educacion, hospitales y servicios sociales. De esta manera, el peso investigador de la |10
se desplaza desde el Reino Unido a los Estados Unidos, en donde se constituyen diversos
institutos y organizaciones de estudio, como The Urban Institute (1968) y The New York City-
Rand Institute (1969). También, son muchas las empresas que, a partir de los afos
cincuenta, se ayudan de técnicas operativas para disefiar sus politicas de produccién y de
distribucion. Por ejemplo, a partir de una encuesta que realiza Turban en 1972 en Estados
Unidos sobre las 500 empresas mas importantes del pais (de acuerdo con la revista

Proyecto e-Math 5
Financiado por la Secretaria de Estado de Educacion y Universidades (MECD)



D)((

UocC

www.uoc.edu Introduccién a la 10

Fortune), se deduce que la mitad de las empresas que contestaron la encuesta poseian un
departamento especial dedicado a tareas de Investigacién de Operaciones o Ciencia de la
Administracién. No obstante, la 10 forma cada dia mas, una parte de las actividades
normales de la empresa moderna y, por tanto, ya no se trata de una funcién especializada
que deba llevarse a cabo en un departamento separado. De acuerdo con este estudio las
técnicas operacionales mas empleadas eran el analisis estadistico, la simulacion, la
programacion lineal, la teoria de inventarios y la programacién dinamica. Otras técnicas
empleadas, aunque de menor uso, eran la programacion no lineal, las lineas de espera, la
teoria de juegos, el analisis de decision de Bayes y la programacién entera.

Posteriormente, se realizaron otras encuestas de resultados similares: a) en 1977, Ledbetter
y Cox (1977); b) en 1979, Thomas y DaCosta (1979); c) en 1983, Forgionne (1983). En todas
ellas se comprueba cdémo cada vez son mayores en numero las técnicas operativas
empleadas, y como dichas técnicas aparecen con mas frecuencia en otras areas o
departamentos de la empresa. Estudios de otro tipo fueron los de Fabozzi y Valente (1976)
que encuestaron, en 1976, mil compafias americanas en relacion con el uso de la
programacion matematica (programaciéon lineal, no lineal y dinamica). Estos autores
descubrieron que era la direccion de Produccion (mezclas de productos, asignacion de
recursos, disefio de planta y maquinaria,...) el area en donde mas se aplicaba la
Investigacion de Operaciones dentro del ambito de la empresa. En numero de aplicaciones
le seguia el area de Inversion y Financiacion.

Especificaciones y concreciones histéricas de la 10: la programacion
matematica

La Programacion Matematica ha formado parte de la 10 desde la constitucion de la misma
como ciencia hasta la actualidad. Sin embargo, muchos de los problemas tratados por la
Programacién Matematica eran conocidos desde mucho antes. Grandes matematicos de los
siglos XVIII y XIX, como Euler, Gauss y Lagrange trabajaron en problemas de optimizacion
con restricciones y establecieron las primeras condiciones de optimalidad. Lo cual quiere
decir que los problemas que la Programacion Matematica planteaba en los afios cuarenta
de nuestro siglo no eran nuevos en su formulacion, pero si en su enfoque. Los métodos
matematicos clasicos no estaban pensados para una resolucién en dimensiones altas, como
iban a requerir las nuevas necesidades industriales. Esta fue la aportacion de la ciencia
operacional, maxime cuando se desarrollaron las técnicas computacionales que permitieron
hacer realidad el calculo rapido y a gran escala. La IO supuso un giro copernicano en la
manera de ftratar los programas matematicos. Se implementaron algoritmos que
computacionalmente eran mas eficientes que los clasicos y, de esta manera, problemas que
tradicionalmente habian sido complejos, ahora resultaron asequibles.

El cambio de mentalidad era notable y, por tanto, un
nuevo modelo cientifico se estaba abriendo paso.
Para el desarrollo de las distintas técnicas
algoritmicas, era basico el estudio de los sistemas
de desigualdad como habian hecho los matematicos
Julius Farkas, Jean Baptiste Fourier y T.S. Motzkin.
El analisis de los problemas econdmicos se debe a
John Von Neumann y a Abraham Wald. No obstante,
cuando se trata de presentar una descripcion
histérica de la Programacion Matematica, hay que
tener en cuenta la gran aportaciéon de Dantzig (foto
de la derecha) con su método simplex para
programacién lineal. Este hito ha supuesto la
demarcacién de la época fundacional de la
Programaciéon Matematica. Dicho evento se ha
considerado como el inicio de la IO, puesto que lo ha
sido de la programacion lineal, y ha traido consigo la
resolucion de muchos problemas operacionales.
Realmente, el nuevo estilo marcado por el método
simplex ha construido el auténtico espiritu de la optimizacién matematica. No hay que olvidar
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la intencidon de Samuel Eilon al inventar el término satisfizar (fusidon de satisfacer y optimizar)
intentando describir la labor del investigador de operaciones: encontrar una solucion
satisfactoriamente (aceptablemente) optima (o buena). De ahi procede la sentencia:
"optimizar es la ciencia de lo esencial; satisfizar es el arte de lo factible" (Eilon (1972)).

Realmente, en cuanto se intenta resolver un problema practico surgido de la empresa o de
la realidad econémica se puede palpar la potencia del método simplex. A principios de la
década de los sesenta, Abraham Charnes y William Cooper (1961) publicaron un libro de
gran influencia para los afos posteriores: Management Models and Industrial Applications of
Linear Programming. Esta obra supuso un gran impacto en el desarrollo de la practica y de
las aplicaciones industriales de la programacion lineal (principalmente en las compafiias
petroliferas y quimicas). Pudo comprobarse la potencia de esta nueva herramienta, a la hora
de resolver los problemas decisionales de las grandes empresas. De igual modo, se aplico
la programacion lineal a la teoria econdmica como muestran las aportaciones de Robert
Dorfman, Paul Samuelson y Robert Solow (1958), o las de David Gale (1960), o bien las de
Gérard Debreu (1963).

0 Nuevos desarrollos de la programacion lineal

La Programacion Lineal fue una de las primeras herramientas cuantitativas con la que conté
la 10. Rapidamente se descubrié su eficiencia. Por esta razén, era muy interesante
conseguir nuevos métodos de resoluciéon que hicieran la competencia al algoritmo simplex.
Como una innovacién destacable en los afios ochenta aparece un nuevo y poderoso
algoritmo para la resolucion de programas lineales: en 1984, Narendra Karmarkar (1984) de
AT&T Laboratories publicé un articulo presentando esquematicamente un método para
resolver programas lineales de gran tamaro. Este método llamado algoritmo de Karmarkar
se presenta como un buscador de 6ptimos a partir de puntos interiores, siendo ésta la gran
novedad en relacion con el método simplex.

Dicho articulo de Karmarkar no describe totalmente el método resolutorio y, ademas, afirma
que es mucho mas rapido que el simplex para problemas de gran dimensién. El intento de
descubrimiento de un remedo de dicho método puso a toda la comunidad cientifica en pie
de busqueda. Pasaron cuatro afos hasta que se logré un conocimiento general del método
y su distribucion comercial. Esta extension del algoritmo de Karmarkar fue debida a AT&T
Laboratories, que llamoé a esta version '‘AT&T KORBX Linear Programming System'. La
instalacion completa de esta version tuvo un costo inicial de $8.900.000.

Desde un principio se realizaron multitud de comparaciones entre el método simplex y el de
Karmarkar, con objeto de determinar cual de los dos era el mas eficiente. Sin embargo, esto
no es facil de determinar puesto que hay que especificar qué es exactamente lo que
significa eficiencia. Es necesario efectuar la comparacién en multitud de situaciones
diversas y a partir de ellas establecer la correspondiente tesis. Se han realizado estudios
que cotejan el método de Karmarkar con un paquete informatico estandar del método
simplex llamado MINOS. Para problemas de tamafio grande (a partir de varios miles de
restricciones) las mejoras en tiempo de calculo del método de Karmarkar sobre el simplex
son notables (factores entre 10 y 50 son comunes). No obstante, esta situaciéon no supone la
supremacia del método de Karmarkar en todo tipo de problemas. No hay que olvidar que
para problemas de dimensién pequefa, el método simplex es mas intuitivo y facil de aplicar.

También es posible realizar algunos comentarios acerca de la complejidad computacional
de cada uno de los métodos. El método de Karmarkar es un algoritmo de tiempo polinomial,
mientras que el simplex no goza de esta propiedad, sino que es de tiempo exponencial. De
esta forma, tenemos explicada la razén por la cual el método de Karmarkar obtiene mejores
resultados para problemas de gran dimension.

Es llamativo que los problemas que hasta hace unos afios necesitaban de computadoras de
tamano medio, ahora sean resolubles mediante ordenadores personales. En la actualidad,
practicamente cualquier usuario de la Investigacion Operativa puede resolver problemas
lineales mediante LINDO (u otro paquete informatico semejante) en un ordenador portatil.
De esta manera, mediante LINDO se pueden manejar problemas con hasta 50.000
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restricciones y 200.000 variables. De igual modo, se desarrollé el paquete MINOS
(empleando para programacion lineal el método simplex) en el Systems Optimization
Laboratory del Departamento de Investigacion Operativa de la Universidad de Stanford, que
ha sido usado mas frecuentemente como herramienta optimizadora en programaciéon no
lineal. Otros lenguajes de modelizaciéon se han desarrollado para ordenadores personales.
Asi, ha aparecido GAMS/MINOS que es una combinacidon de los dos programas bien
conocidos con objeto de construir un lenguaje de modelizacién algebraica implementado por
IBM. De la misma forma, ha aparecido el paquete XPRESS-LP; y el lenguaje MPL
(Mathematical Programming Language) desarrollado por Maximal Software en Islandia. Esta
misma casa produjo la utilidad Turbo-Simplex.

En los afios noventa fueron apareciendo otras utilidades informaticas, como son las hojas de
calculo y sus complementos asociados, capaces de resolver programas lineales. Entre
algunos de estos complementos se pueden citar los siguientes: Solver, VINO, What's
Best? y XA. Casi todas estas utilidades fueron construidas por IBM para sus propias
computadoras, sin embargo, poco a poco, se van obteniendo versiones para Macintosh.
Aunque estas son las mas recientes aplicaciones informaticas de los ultimos cinco afos, en
los préximos afios se mejoraran, a la vez que se extenderan los lenguajes y paquetes
informaticos que permitiran resolver con relativa facilidad problemas de programacién lineal
complejos.

INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LINEAL

En cualquier empresa, muchas de las decisiones que se toman tienen por objeto hacer el mejor
uso posible (optimizaciéon) de los recursos de la misma. Por recursos de una empresa
entendemos la maquinaria que ésta posea, sus trabajadores, capital financiero, instalaciones, y
las materias primas de que disponga. Tales recursos pueden ser usados para fabricar productos
(electrodomeésticos, muebles, comida, ropa, etc.) o servicios (horarios de produccion, planes de
marketing y publicidad, decisiones financieras, etc.). La Programacion Lineal (PL) es una
técnica matematica disefiada para ayudar a los directivos en la planificacién y toma de
decisiones referentes a la asignacién de los recursos.

Como ejemplos de problemas donde la PL desarrolla un papel fundamental, podriamos citar:

1.

A partir de los recursos disponibles, determinar las unidades a producir de cada bien de
forma que se maximice el beneficio de la empresa.

Elegir materias primas en procesos de alimentacion, para obtener mezclas con unas
determinadas propiedades al minimo coste.

Determinar el sistema de distribucién que minimice el coste total de transporte, desde
diversos almacenes a varios puntos de distribucion.

Desarrollar un plan de produccion que, satisfaciendo las demandas futuras de los productos
de una empresa, minimice al mismo tiempo los costes totales de produccién e inventario.

o Caracteristicas de un problema de PL

Las técnicas de PL han sido ampliamente utilizadas en ambitos tan diferentes como el

militar, industrial, financiero, de marketing, e incluso agricola. A pesar de tal diversidad de

aplicaciones, todos los problemas de PL tienen cuatro propiedades comunes:

1. Pretenden optimizar (maximizar o minimizar) alguna cantidad (funcion objetivo). Asi,
por ejemplo, el principal objetivo de un banquero seria maximizar beneficios, mientras
que el principal objetivo de una empresa transportista podria ser minimizar los costes de
los envios.
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2. Habra que tener en cuenta las restricciones que limitan el grado en el cual es posible
modificar las variables que afectan a nuestra funcién objetivo. Asi, a la hora de decidir
cuantas unidades de cada bien se han de producir, deberemos considerar, entre otras,
las limitaciones de personal y maquinaria de que disponemos.

3. El problema debe presentar distintas alternativas posibles: si una compafiia produce
cuatro bienes diferentes, la direccidon puede usar PL para determinar las cantidades de
recursos que asigna a la produccién de cada uno de ellos (podria optar por hacer una
asignacion ponderada, dedicar todos los recursos a la produccién de un unico bien
abandonando la produccion del resto, etc.).

4. En PL, la funcién objetivo debe ser una funcién lineal, y las restricciones deben ser
expresables como ecuaciones o inecuaciones lineales.

a Planteamiento de un problema de PL

Ejemplo: Una empresa fabrica dos modelos de mesas para ordenador, M; y M,. Para su
produccion se necesita un trabajo manual de 20 minutos para el modelo My y de 30 minutos
para el M,; y un trabajo de maquina de 20 minutos para M; y de 10 minutos para M,. Se
dispone de 100 horas al mes de trabajo manual y de 80 horas al mes de maquina. Sabiendo
que el beneficio por unidad es de 1,5 y 1 € para My y M,, respectivamente, planificar la
produccion para obtener el maximo beneficio.

Nos limitaremos ahora a plantear formalmente el problema (ya lo resolveremos mas
adelante):

Llamando: X = “n° unidades producidas al mes de My”, e Y = “n°® unidades producidas al
mes de M,”,

nuestra funcion objetivo seria: Maximizar: Z(X,Y) = 1,5X + Y

y las restricciones vendran dadas por:
Sujeto a: 20X + 30Y <= 100%*60
20X + 10Y <= 80%60
X >= 0
Y >= 0

Las dos ultimas restricciones, si bien no constan de forma explicita en el enunciado, si figuran
de forma implicita, pues el nimero de mesas a producir no puede ser inferior a 0.

0 Supuestos basicos de la PL

Desde un punto de vista técnico, hay cinco supuestos que debe cumplir todo problema de
programacion lineal:

1. Los coeficientes, tanto de la funcién objetivo como de las restricciones, son conocidos
con exactitud y ademas no varian durante el periodo de tiempo en que se realiza el
estudio (supuesto de certidumbre).

2. Tanto en la funcién objetivo como en las restricciones hay proporcionalidad: si para la
produccion de un bien empleamos 5 horas de un determinado recurso (mano de obra,
magquinaria, etc.), para producir diez unidades de dicho bien seran necesarias 50 horas
del mismo recurso.

3. Aditividad de actividades: tanto en la funcién objetivo como en las restricciones, la
contribucion de cada variable es independiente de los valores del resto de las variables,
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siendo el total de todas las actividades igual a la suma de cada actividad individual. Asi,
por ejemplo, si producimos dos tipos de bienes, uno que nos reporte un beneficio de 20
€/unidad, y otro que nos reporte un beneficio de 10 €/unidad, la produccién de un bien de
cada tipo supondra un beneficio total de 30 €.

4. Las soluciones del problema seran, en general, nimeros reales no necesariamente
enteros (supuesto de divisibilidad). Para aquellos problemas en los cuales sélo tenga
sentido obtener soluciones enteras (cuando las soluciones se refieran a objetos
indivisibles), se usaran técnicas de Programacion Lineal Entera (PLE).

5. Las variables de nuestro modelo tomaran siempre valores positivos (supuesto de no
negatividad), dado que no tiene sentido hablar de cantidades negativas de objetos
fisicos.

o Resolucién grafica de un problema de PL

El método gréfico de resolucion tan sélo es aplicable a problemas con dos variables (X e Y).
Para aquellos casos en que el numero de variables del problema sea superior a dos, no sera
posible encontrar la solucién a partir de un grafico bidimensional y, por tanto, tendremos que
usar métodos de resolucion mas complejos. Aun asi, el método grafico es de un gran valor
pedagoégico dado que nos permite vislumbrar de una forma intuitiva las ideas basicas de la
PL.

Volviendo al ejemplo de las mesas de ordenador, dado que en él tenemos sélo dos
variables, podremos representar cada una de las restricciones en el plano real. Estas
restricciones son semiespacios (por ser lineales), la interseccion de los cuales se denomina
region factible (area de color verde en la figura):

Y A

2X+Y =480

(0,200)
(210,60)

2X + 3Y =600
p X

(0,0) (240,D)F/

La teoria matematica establece que, dado un problema de PL que tenga solucidn, ésta
vendra dada por uno de los vértices (o puntos extremos) del poligono que configura la
region factible. Por tanto, sera suficiente hallar las coordenadas de dichos vértices
(intersecciones de rectas) y determinar (sustituyendo en la funcién objetivo) cual de ellos es la
soluciéon optima. En nuestro ejemplo, tendriamos sélo cuatro puntos candidatos a ser
solucién del problema (los cuatro vértices del poligono), sustituyendo sus coordenadas en la
funcion objetivo obtenemos:

z(0,0) = 0; Z(0,200) = 200; Z(210,60) = 375; y Z(240,0) = 360
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Como en este caso buscdbamos maximizar Z(X,Y), concluiremos que el punto éptimo es el
(210,60), dado que con él obtenemos el valor maximo de la funcién objetivo. Asi pues, la
solucién a nuestro dilema sera fabricar 210 mesas de tipo M, y s6lo 60 de tipo My, con ello
conseguiremos unos beneficios de 375 €.

o Casos especiales

A la hora de resolver un problema de PL, nos podriamos encontrar con cualquiera de estas
cuatro situaciones especiales que conviene conocer:

No Factibilidad: Podria ocurrir que el problema propuesto no tuviese solucién. Este
seria el caso en que las restricciones fuesen incompatibles, i.e., que ningun punto del
plano (o, en general, del espacio real n-dimensional) puede cumplir simultaneamente
todas las limitaciones a las que estamos sometidos, es decir, la region factible es un
conjunto vacio.

No Acotacion: En ocasiones, podemos encontrarnos con problemas que no tengan una
solucioén finita; asi por ejemplo, en un problema de maximizacién podriamos tener alguna
variable que pudiese incrementarse indefinidamente sin violar ninguna de las
restricciones, permitiendo a la funcién objetivo tomar valores tan grandes como se
desee. Graficamente, tendriamos una region factible no acotada.

Redundancia: Algunas restricciones pueden “estar de mas” por no aportar nada nuevo
a la “forma” de la region factible, ya que hay otras que resultan ser mas restrictivas (esto
suele ocurrir en problemas extensos, donde resulta dificil reconocer restricciones
redundantes).

Soluciones Miiltiples: Un problema de PL puede tener mas de una solucién éptima (e
incluso infinitas). En el caso grafico de dos variables, si dos vértices consecutivos de la
region factible son solucién o6ptima del problema, entonces todos los puntos del
segmento comprendido entre ellos también seran 6ptimos.

A

NO FACTIBILIDAD A NO ACOTACION A REDUNDANCIA

Proyecto e-Math 11
Financiado por la Secretaria de Estado de Educacion y Universidades (MECD)




UocC

www.uoc.edu Introduccién a la 10

D)((

0 Ejemplos de resolucion grafica

Ejemplo 1: La tabla adjunta muestra las unidades de nitrégeno (N) y de fésforo (P) que
contiene cada kilo de los abonos A y B. Se desea obtener un abono que, como minimo,
contenga 9 unidades de N y 9 unidades de P. El precio de A es de 10 €/kg. y el de B es de
20 €/kg. Calcular las cantidades que deben comprarse de A y de B para satisfacer las
necesidades minimizando el coste. Resolver el mismo ejercicio suponiendo que el precio de

B es de 30 €/kg.
Llamando X = “n° kilos de A”, e Y = “n° kilos de B, P |N
Minimizar: Z(X,Y) = 10X + 20Y
Al 3
Sujeto a: 3X o+ Y >= 9
X + 3Y >= 9
X, Y >= 0 B 3 ]_
Evaluando Z(X,Y) en cada uno de los vértices:
Z(0,9) = 180; Z(9/4,9/4) = 67,5; Z(9,0) = 90
\ -
3X+Y =9 (9,0)

Por tanto, la solucién 6ptima es utilizar 9/4 kilos de A y 9/4 kilos de B, lo que supone un
coste (minimo) de 67,5 € . Si ahora consideramos la nueva funcion objetivo z (X,Y) = 10X
+ 30Y, al evaluar en los vértices (las restricciones no han cambiado), obtenemos:

Z(0,9) = 270; Z(9/4,9/4) = 90; Z(9,0) = 90 —> tendremos infinitas
soluciones ya que cualquier punto del segmento que une los dos ultimos vértices (éstos
incluidos) sera un 6ptimo, obteniéndose en ellos un coste (minimo) de 90 €.
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Ejemplo 2: Unos grandes almacenes desean liquidar 200 camisas y 100 pantalones de la
temporada anterior. Para ello lanzan dos ofertas, A y B: la oferta A consiste en un lote de
una camisa y un pantalén, que se vende a 30 €; y la oferta B consiste en un lote de tres
camisas y un pantalén, que se vende a 50 €. No se desea ofrecer menos de 20 lotes de la
oferta A ni menos de 10 de la B. 4 Cuantos lotes ha de vender de cada tipo para maximizar la

ganancia?.
Sean: X =“n° lotes tipo A”
Y = “n° lotes tipo B”
Maximizar: Z(X,Y) = 30X + 50Y
Sujeto a:
3X + Y <= 200
X +Y <= 100
X >= 20
Y >= 10
Evaluando en los vértices:
Z(20,80) = 4.600; Z(50,50) = 4.000; y  Z(190/3,10) = 2.400
A
X =20
(20,80)
IX+Y =200
(50,50)
A+Y =100
Y =10
(20,10) — (190/3,10) >

Observar que, en este caso, se hace innecesario calcular Z(20,10), pues es claro que su
valor sera inferior al de Z(20,80) y al de Z(190/3,10). En definitiva, pues, tendremos que la
empresa debe vender 20 lotes de tipo A y 80 de tipo B, con lo que tendrd una ganancia
(maxima) de 4.600 €.

Proyecto e-Math 13
Financiado por la Secretaria de Estado de Educacion y Universidades (MECD)



D)((

UocC

www.uoc.edu Introduccién a la 10

CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

Como ya hemos dicho, el método grafico sélo permite resolver problemas con no mas de dos
variables. En caso de tener mas de dos variables, necesitaremos utilizar métodos mas
complejos, como son el Algoritmo Simplex o el Algoritmo de Karmarkar. Estos algoritmos
permiten, mediante una serie de pasos reiterativos (tablas), abordar problemas de PL por muy
complicados que éstos sean. En la practica, sin embargo, resulta necesario utilizar algun
programa de ordenador (como el LINDO o la macro Solver de Excel) el cual agilice los
numerosos y repetitivos calculos que exigen ambos algoritmos.

LINDO (Linear, Interactive, and Discrete Optimizer) es un programa sencillo de usar y muy
potente que permite resolver extensos problemas de programacion lineal, entera, e incluso
cuadratica. Sus creadores (LINDO Systems, Inc.) permiten descargar de su pagina web
(www.lindo.com) una versién de demostracion gratuita que tolera hasta 150 restricciones y 300
variables (la versiéon profesional es capaz de trabajar con 50.000 restricciones y 200.000
variables).

Al iniciar LINDO (version 6.1 para Windows), aparecen varias ventanas: la exterior (con la
etiqueta “LINDO”) es la ventana principal, todas las demas ventanas que vayan apareciendo
estaran contenidas dentro de ella. La ventana principal contiene también todos los menus de
comandos y la barra de herramientas. Utilizaremos la ventana secundaria “<untitled>" para
formular nuestro problema.

A continuacién, se muestra como planteamos en LINDO el ejemplo anterior de las mesas de
ordenador:

= LINDD _||:||5||

File Edit Solve Bepoms ‘window Help

nglzHE R HEERE] BE KA BER (2]
=

* Problema de mesas de ordenador ﬂ
HMAK 1.58 + ¥ t Objetivo: HMax. beneficios
5T

28% + 3@y <= 6000 * Restriccidn trabajo manual

28X + 18Y <= 4800 * Restriccidn trabajo maguina

En este punto, es conveniente hacer notar las siguientes observaciones:

1.
2.
3.
4.

Podemos afadir comentarios personales sin mas que anteponerles el signo de admiracion !.
Siempre hemos de finalizar la formulacion del problema afadiendo el comando END.

Por defecto, LINDO ya considera la no negatividad de las variables.

LINDO sélo acepta cinco operadores: + , -, <=, >= | e = . Asi pues, en la formulacion del
problema no podra usarse ningun otro operador ( *, /, *, etc.) ni tampoco paréntesis
asociativos.

5. Enla parte derecha de una desigualdad sélo se permiten valores numéricos, mientras que
en la parte izquierda sélo se permiten expresiones lineales de variables y sus
coeficientes.

El siguiente paso es pedirle a LINDO que resuelva el problema. Para ello es suficiente con hacer
clic sobre el boton Solve (el que tiene forma de diana), o bien seleccionar esta opcién en la barra
de menus. LINDO intentara primero compilar el modelo formulado (para determinar si esta bien

Proyecto e-Math 14
Financiado por la Secretaria de Estado de Educacion y Universidades (MECD)



D)((

UocC

www.uoc.edu

Introduccién a la 10

planteado o no) y, en el caso de que la formulacién sea incorrecta (ya sea desde un punto de
vista matematico o de sintaxis), nos devolvera el siguiente mensaje:

An error ocurred during compilation on line: n

Si tras resolver un problema hacemos alguna modificaciéon en la formulacién del mismo, es
necesario volver a compilar el modelo (Solve>Compile) antes de volver a usar Solve.

Si el modelo ha podido ser compilado, LINDO comenzara la resolucion efectiva del problema,
mostrando la ventana “Status”, donde se da informacién sobre el estado del proceso resolutivo:

I LINDO Solver

— Optimizer Status

Status:
Iterations:
Infeasibility:
Objective:
Best IP:

IP Bound:
Branches:

Elapzed Time:

Optimal

375
Nk
Nk
Nk
oo:o00:01

x|
LIMDD

=

@ DO RAMGE[SERSITMITY) AMALYSIS?

5i

Mo |

Internmupt Soly¥er, I

Update Interval: I:I

Clozse

A continuacién se describen algunos de los campos que aparecen en la ventana anterior:

Status: ofrece el estado de la solucion actual (6ptima, factible, no factible, o no acotada).

Iterations: numero de iteraciones (tablas del algoritmo) que se han realizado.

¢ Infeasibility: cantidad por la cual las restricciones han sido excedidas o violadas.

e Objective: valor actual de la funcién objetivo.

e Elapsed time: tiempo transcurrido desde el inicio de la resolucion.

e Update Interval: la frecuencia (en segundos) en que esta ventana es renovada.
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Cuando la resolucion haya finalizado, el programa nos preguntara si queremos realizar un
analisis de sensibilidad. De momento elegiremos la opcion NO. Aparecera una nueva ventana
en la pantalla, la “Reports Window”, a la cual LINDO enviara todo el output en forma de texto:

= LINDD ~10] EII

Fil= Edit Solve BHeporttz “Window Help

DE=EHE DR RREEIE] 2 EaAN (BEE] (2]

o/ x]
LP OPTIMUM FOUHD AT STEP 2 j

OBJECTIVE FUHCTION VUALUE

1} 375.8088
UARIABLE UALUE REDUCED COST
hd 210.0000808 A.000000
Y 68.880000 A.48884008
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2} A.888008 a.81254a8
3) 8.000008 a.862500

HO. ITERATIOHNS= 2

=

La informacién basica que nos proporciona esta ventana para nuestro ejemplo de las mesas es
que se han necesitado dos iteraciones para llegar a dar con la solucién 6ptima de fabricar 210
mesas del tipo M; y 60 del tipo M,, con lo cual obtendremos un beneficio de 375 € (el maximo
de los posibles bajo las restricciones que tenemos). Ademas, con este plan de produccién
estaremos agotando todos nuestros recursos, tanto el tiempo de mano de obra como el tiempo
de maquina disponible (dado que la columna SLACK OR SURPLUS toma el valor 0 en ambas
restricciones).

Como puede observarse el uso de LINDO es muy cémodo para el usuario de Programacion
Lineal. No necesita de conocimientos especializados, sino que tan sélo requiere del uso del
sentido comun. Esté es la principal ventaja de esta herramienta en optimizacion lineal.
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[W1]

http: //www.informs.org/ Pagina de INFORMS la Sociedad Americana de Investigacion
Operativa.

[W2] http: //www.ifors.org/  Pagina de IFORS la Federacion Internacional de Sociedades de 10.

[W3] http://opsresearch.com/cgi-bin/mainindex.cqi/  Pagina de informacién genérica de 10.

[W4]  http://www.orsoc.org.uk/ Pagina de OR Society la Sociedad Britanica de Investigacion
Operativa.

[W5]  Grupo de noticias /sci.op-research/ Es un grupo de noticias sobre temas de 10.
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