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INTRODUCCION

El concepto de limite es uno de los mas importantes en el analisis matematico. Sobre el concepto
de limite reside la definicion de continuidad de una funcidén en un punto asi como la de
derivabilidad de una funcién en un punto. Es por este motivo, que dedicaremos un Mathblock
entero a estudiar este importante concepto. En particular, vamos a desarrollar suficiente destreza
de calculo como para poder determinar, para cualquier funcion, la existencia del limite en un
punto, es decir, la existencia de una cantidad real finita a la que converge la funcion al
aproximarse a dicho punto, tanto desde valores superiores como inferiores a él.

Se afirma la existencia del limite cuando los limites por arriba y por debajo del punto considerado
arrojan el mismo resultado numérico. Estos limites reciben el nombre de limites laterales. Cuando
coinciden, el limite existe y su valor es el de los dos limites laterales.

Investigar la existencia de limite conlleva efectuar el calculo explicito de los limites laterales que
muy a menudo supone resolver indeterminaciones como por ejemplo: 0-00. ;Qué significa
0 - oo ? Basicamente significa que al buscar el limite de una expresion, si substituimos la variable
por el valor al que tiende, obtenemos algo que tiende a 0 por algo que tiende a o . Dependiendo
del “grado” o la “fuerza” con la que la primera parte de la funcién tiende a 0 y la segunda a o, la
“indeterminacion” puede arrojar un valor nulo, real (finito) o infinito.

OBJETIVOS DOCENTES

Introducir el concepto de limite de una funcién en un punto.

Adquirir los conocimientos necesarios para el calculo automatico de limites. Conocer el orden de
magnitud de las funciones en su aproximacion al infinito.

Reconocer los siete tipos de indeterminaciones y aplicar métodos de resolucién adecuados para
solventarlos que incluyen la racionalizacion, la substitucion mediante infinitésimos equivalentes.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Con anterioridad a la lectura de este Mathblock, es fundamental haber realizado un estudio detallado
del siguiente tema:

Funciones reales de variable real.

Asimismo también es muy aconsejable que se tenga un conocimiento minimo del programa Mathcad,
que incluya como calcular limites de funciones.

Por lo tanto, recomendamos que trabajéis los Mathblocks: “Uso basico del Mathcad en Analisis (l):
calculo simbdlico y analitico” y “Funciones de una variable”, antes de empezar con éste. Después de
haber trabajado este Mathblock podéis abordar el de “Continuidad en una dimension” y “Derivacion”.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

¢ Limite de una funcién en un punto: definicién

Proyecto e-Math 2
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El concepto de limite de una funcién en un punto es uno de los mas importantes del tema dado que
permite introducir el concepto de continuidad.

Decimos que una funciéon f(x) tiene limite L en un punto x, cuando para todo nimero positivo,
€ , (por pequefio que sea), Ve > 0, siempre es posible encontrar otro nimero positivo, 0 , tal que si
|x - x0| <0 esto implica que |f(x) — L| <eg.

Intuitivamente el limite de una funcién en un punto equivale al valor al que la funcion “tiende”
independientemente del valor que tiene, a partir de la definicién, en aquel punto.

Asi, en cada punto de la recta real, tenemos dos limites:

uno por la derecha o superior (aproximando la funcion hacia x, a partir de valores ligeramente

superiores a X ):

L'= lim f(x)

x=>(x9)"

y otro por la izquierda o inferior (aproximando la funcion hacia x, a partir de valores ligeramente

inferiores a x; ):

L= lim f(x).

x—(xg)"

L™ y L reciben el nombre de limites laterales por la derecha y por la izquierda, respectivamente.

La coincidencia de los dos limites resulta en la existencia del limite de la funcién en el punto:

L=L"= lim f(x)=L = lim f(x)

x—=(x9)" x~>(x0 )
e Ordenes de magnitud en el infinito

Supongamos que f(x) y g(x) sean funciones tales que:
lim f(x) = lim g(x) = +o0
X—>00 X—>0

entonces decimos que:

. X
f(x) y g(x) son del mismo orden de magnitud cuando el hm% es una cantidad finita (ni 0,
X—>00 g x
ni o0 ). En este caso escribimos f(x) = g(x) .
. X
f(x) tiene un orden de magnitud superior a g(x) cuando hmfg—; =o. En este caso
X—>0 g X
escribimos f(x) >> g(x).
Proyecto e-Math 3
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. X
f(x) tiene un orden de magnitud inferior a g(x) cuando lim S () = 0. En este caso escribimos

== g(X)
f(x) << g(x).

Damos aqui los 6rdenes de magnitud relativos de las funciones mas comunmente utilizadas:
(log, x)* << x? <<a* << xl<<x* con k>0, p>0ya>1 cuando x — o

Cuando tengamos que resolver un limite racional con dos de estos tipos de funciones, podremos dar
el resultado correcto con soélo fijarnos en las posiciones que ocupan en esta gradacion.
¢ Indeterminaciones

A menudo no podemos aplicar una relacion de ordenes de magnitud, y en el calculo del limite
obtenemos expresiones indeterminadas, es decir cuyo verdadero valor desconocemos.

Se trata de siete expresiones indeterminadas o indeterminaciones: cuatro de racionales y tres de
potenciales.

Indeterminaciones racionales:

Indeterminaciones potenciales:

100, OOyOOO

En el apartado “Casos practicos con software” daremos ejemplos tipo de cada una de estas
indeterminaciones y de la técnica de resolucién que solemos aplicar.

¢ Infinitésimos equivalentes

. . . X
Supongamos dos funciones f(x) y g(x) tales que: lim f(x) =0, limg(x)=0 vy hm& =1.

xX—a x—a x—a g(x)
Estas funciones recibiran el nombre de infinitésimos equivalentes cuando x — a .

Siempre que tengamos una funcion f(x) como parte de un limite cuando x — a podemos
substituirla por un infinitésimo equivalente en x — a si esta multiplicando o dividiendo al resto de la
expresion.

Por ejemplo, son infinitésimos equivalentes cuando x — 0, las siguientes funciones:

x, sin x, arcsinx, tanx, arctanx, In(1+x), e* —1, sinhx, tanh x

Proyecto e-Math 4
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e Regla de I’Hopital

Sean f y g funciones reales de variable real, continuas, tales que lim f(x) =0 y limg(x)=0 o
xX—a xX—a

. . . "(x
bien que ambos limites son nulos: lim f(x) = y limg(x)=00. Si existe hmf( ) entonces
Xx—a xX—a

xX—a g'(x)
también existe el lim J(x)
x—a g(x)

, Y ambos coinciden:

tim £ ) _ jim /)
Sg(r) e g()

Esta regla es muy util para resolver limites indeterminados como mostramos, en un ejemplo, en
“Casos practicos con software”.

CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

e Calculo de limites laterales y determinacion de la existencia del limite

Calculemos analiticamente y con Mathcad los limites laterales para las siguientes expresiones:

. et—e”
a) lim— -
x>0 = =
e*+e”

x’ -4

b)

lim 5
=2 (x=2)(x" =3x+2)
y determinemos si el limite existe.

a) Empecemos calculando el limite por la derecha de la funcién cuando x tiende a cero:

o0
Podemos resolver la indeterminacién aparente del tipo — multiplicando numerador y denominador
o0

por e *:

Proyecto e-Math 5
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_2
. l—e* 1-0 -
= lim s=—=1 debidoaque lime * =lime* =0
N P x0° ¥
+e

De forma similar podemos calcular el limite por la izquierda:

1 1 2
- 2
. e —e?” . er—=1 0-1 .- )
lim ——— = lim — —— —=—1 donde lime* = lime*” =0
x—>0" — — x—=>0" = 0+1 x—0" Yy

Puesto que los dos limites laterales (-1 y 1) no coinciden, no existe el limite de la funcién en el punto

cero,

. . I 0
b) Calculemos los limites laterales que muestran una indeterminacion del tipo 6 expresando los

polinomios del numerador y denominador en funcion de binomios elementales con la intencion de
simplificar:
2
. -4 . +2)(x-2 . +2
lim al 5 = lim (x +2)(x=2) = lim M:
w2 (x=2)(x? =3x+2) 2 (x=2)(x=2)(x—=1) 2 (x=2)(x—1)

lim = = YT
2 (x=2)(x* =3x+2) 2 (x=2)(x=-2)(x-1) 2 (x=2)(x-1)

x> —4 i D=2 (x+2)

Con la ayuda de Mathcad podemos comprobar estos limites:

Proyecto e-Math 6
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lim 50
x> 2 (x_ (2 3xs 2)

y, por tanto:

2
—4
lim X -0

x> -2 (x—-2.[2 ~ 35+ 2)

Dado que los limites laterales son finitos y coinciden, existe el limite de la funcién en el punto x=-2.

¢ Resolucion de indeterminaciones

Racionales

0 oo
En el punto anterior hemos tratado dos ejemplos de indeterminaciones tipo 6 y —. Vamos ahora a
o0

tratar las indeterminaciones de los tipos oo —o0 y 0-00 .

Supongamos la funcién +/x+1 —+/x vy calculemos su limite cuando x — co. Debemos resolver una

indeterminacioén del tipo o0 —o0. Puesto que se trata de una diferencia de raices, para solventar la
indeterminacién utilizaremos la técnica de multiplicar por el conjugado en el numerador y el
denominador:

0

lim(yx+ —\/;):lim(w” mh) ART e T 20 e ST S
T ¥ x+1++/x oo fxrl+x e x+1+4x

Comprobemos este resultado con Mathcad lim Vx+1-yx >0

X—> 0

Como ejemplo de indeterminacion del tipo 0-c0 tomemos la funcion e ™ -x cuando x — o . Para
resolver la indeterminacion basta con expresar dicho limite como un cociente de infinitos v,
posteriormente, por comparacion de érdenes de magnitud, obtener el resultado:

lime™ - x = lim—— =0

X—>0 X—>0 ex

Proyecto e-Math 7
Financiado por la Secretaria de Estado de Educacién y Universidades (MECD)



D)([(

UOC

www.uoc.edu Limites de funciones en 1D
. — X
Comprobémoslo con Mathcad lim e "-x >0
X —> o0
Potenciales

. . . 0 0
Vamos a tratar las indeterminaciones 1, 0” y oo .

Supongamos la funcién
2x-1

) y calculemos su limite cuando x — oo. Debemos resolver una

indeterminacion del tipo 1° . Para solventarlas intentaremos expresar la funcion a partir del niumero

: Iy
hm(l + —) = e de la siguiente forma:

X—>0 X

tim{ 250 i 14 =2 | =i 14— | =
wa( 2x—1) e 2x—1) e x-1/2

Aplicando las propiedades de los limites:

1 x=1/2 1 1/2
=1lim| 1+ -lim| 1+ =
x—1/2 x> x—1/2

X—>0

y substituyendo y = x —1/2 llegamos a:

1 y 1 1/2
=lim| 1+— -lim[1+ ) =e-l=e
y—® y X—w x_l/z

X
. 2x+ 1
Comprobemos el resultado con Mathcad lim ( ) — exp(1)
X oo \2x—1

x—1
Supongamos la funcién (1 ——j y calculemos su limite cuando x —1" . La simple substitucion
X

. . .y . 0 P
nos conduce a una indeterminacion del tipo 0. Veamos como podemos resolverla buscando el limite
del logaritmo neperiano de la funcion:

Pyt ]
lim ln(l ——j =lim+/x—1 -ln(l ——j =
X

x—1* X x—1*

Proyecto e-Math 8
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Hemos conseguido convertir el problema en el de una indeterminacion tipo o -0, que vamos a

expresar —siguiendo lo que hemos hecho anteriormente— como una indeterminacion 6 :

ln(l - 1]
) X
=lim——%=

x—l1* 1

x—1

Aplicando la Regla de I'Hbpital, tenemos que:

RN
RS —
x —tim 2L
( _1)73/2 xol1" X

= lim
x—1" 1

Luego el limite que buscamos es la exponencial del limite del logaritmo neperiano de la funcién. En
efecto:

=)
1 Vot lim ln[l—f) 0
=lim|1-— =e~" =e =1
x—o1" X
| \/ x—1
Comprobemos el resultado con Mathcad lim . (1 - —) -1
x—> 1 X

: ) P . . . . 0 -z
Finalmente vamos a ilustrar la dltima de las indeterminaciones racionales oo™ . Supongamos la funcion

L . 1L . T
(tan(x))(z j y calculemos su limite cuando x — 5 . La simple substitucion nos conduce a una

. . .y . 0 .
indeterminacién del tipo o . Veamos como podemos resolverla efectuando, en primer lugar, el

y
T
siguiente cambio de variable: y = 5 — X que conlleva que el limite sea de la funcién (t )j para
an(y

y—>0".

Para resolver este limite, buscamos el limite del logaritmo neperiano de esta funcion:

,
tim o[ ——| = tim y-tn| | = tim 1o — | = fim— (00) _
x—0" tan(y) x—0" tan(y) x—0" tan(y) x—0" l

y

Proyecto e-Math 9
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. ~ . . . L w
Aplicando I'Hépital para solventar la indeterminacion — :
o0
1 1
. tan cos’ (x . 2y?
_ im0 () _ i 22
x—>0° 1 x-0" sin(2y)
2
y

0
hemos conseguido reducir la indeterminacion a una del tlpoa , que volvemos a derivar:

2
Clim =22 gim—
0" gin(2y)  *>0" 2cos(2y)

Y, por lo tanto, como el limite del logaritmo neperiano de la funcion (tan(x))(?xj vale 0 cuando

T T
X —> 5 , €l limite de dicha funcioén para x — 5 vale 1.

T
Comprobemos el resultado con Mathcad (;‘Xj
lim B (tan(x))

T
X— —
2

e Calculo de limites mediante infinitésimos equivalentes

Calculemos los siguientes limites:

arcsin ————

) - —

a) Jjm 22X "SI OX 3x 51n25x b) lim—1 —
-0 (x 0l ) 0 In(l-x)

utilizando infinitésimos equivalentes y suponiendo que el resultado es independiente de como se
efectua la aproximacion al valor (a partir de valores superiores o inferiores).

a) Aplicando infinitésimos equivalentes podemos calcular el valor del limite:
sin3x -sin Sx 3x-5x 15

hi“ﬁ - lﬁnm - hi“m =15

Proyecto e-Math 10
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a)
Comprobemos este resultado con Mathcad . sin(3x) - sin(5x)
lim —— —> 15
x— 0 3 2
X—X

b) Aplicando infinitésimos equivalentes podemos calcular el limite:

. X X
arcsin(—) —_—
2 2 -1
lim VI i V12X i —-1
x—0 ln(l — x) x—0 -X x—0 1— xZ
a)
. X
Comprobemos este resultado con Mathcad asmn >
lim 1-x
c 0 In(1-%

e Aplicacién del calculo diferencial al computo de limites: Regla de I’Hopital

Calculemos los siguientes limites:

1 2
. e —e™ ) ?+p —P
a) im———— b) lim conpyq>0
x—0 X xX—00 1 5
S tq9 —9q
X

utilizando la regla de I'Hbpital.
El limite en a) tiende a 6 cuando x — 0 v, por lo tanto, podemos aplicar la regla de I'Hopital.

Derivando el numerador y el denominador obtenemos:

e = (e —eM™)
Iim— =1lim ( )
x—0 X x—0 (x)' x—0

Fijaros que no calculamos los limites laterales por separado puesto que coinciden como podéis
comprobar.

0
En el caso b) también podemos aplicar la regla de I'Hopital puesto que el limite tiende a 6 cuando
X —>00:

Proyecto e-Math 11
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o ()
1 1 X
—+p -p ( ] —+p
lim X = hm = hm X =
X0 i N 2 X0 d X0 1 (_2j
R 1 L, x
2 td
X

que simplificando nos conduce a:

[,
2
—lim X -9
X—>0 1 ) p
Ve ™7
Comprobamos ambos resultados con Mathcad:
a)
oa-x  Bx
lim c € >a-f
x— 0 X
b)
p- 12 + L -1
(xp)° I
lim P S —q

¢ Limites indeterminados. Ejemplos de limites indeterminados de dos tipos: los que
pueden ser resueltos mediante la regla de I’Hépital y los que no

Vamos a justificar por qué motivo no podemos aplicar la Regla de I'Hopital a algunos de los limites
siguientes y, en estos casos, los resoldremos mediante otros métodos:

. 1-Inx . x”-sin(1/x)
a) lim—; b) lim——————~
0" et =0 sinXx

Proyecto e-Math 12
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—sinx . sinx—x
c) Jim X210 d) lim———
xo® x +8In X -0 x

. X
Recordemos lo que establece la Regla de I'Hépital. Si el calculo del limite hm& conduce a una

x—a g(x)
o 0 !
indeterminacién del tipo — o — con a € R o ainfinito, y el llmf( x)
o0 0 xX—>a g (x)

existe (es decir, es igual a un

numero real L ) entonces podemos afirmar que:

im?d ™ _
x—>a g(x)

J'(x)
Fijémonos que la Regla de I'Hépital no afirma que lim

exista necesariamente. Seguidamente
x—a g (x)

veremos como para muchas funciones este ultimo limite no existe y, sin embargo, somos capaces de

calcular el limite indeterminado lim ~—= J () }
x—a g(x)

0 1
a) Como se trata de una indeterminacién del tipo — podemos intentar evaluar el limite lim —— S )
o =0 g'(x)

Si éste existe (es finito), aplicando la Regla de L’'Hopital conoceremos el valor de lim fg ;
x>0 g(x

Evaluando obtenemos:

tim L) _ piy L2100 Bl - ST S
x—)O*g(x) x—0* (e/x) x—0" (e/x)( l/x ) x—>0*e/x

con lo que podemos concluir que:

lim <X _ i 170X _
=0 g(x) a0 el/x

0
b) Al tratarse de una indeterminacioén del tipo 6 podemos intentar evaluar el limite lim~—— S ) . Si éste

x—0 g (x)

. Evaluando este

. X
existe (es finito), aplicando la Regla de L'Hopital conoceremos el valor de llng fE ;
X g x

ultimo limite obtenemos:

Proyecto e-Math 13
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lim f'(x) = lim [x2 'S'in(l/x)} —lim Zx-sin(l/x)+ x2 -Sin(l/x)(— l/xz)
¥=0 g'(x) x>0 [Sll’l x]' x—0 COS X

—lim 2x-sin(1/x)—sin(l/x)
x>0 cosx

cuya expresion final oscila en [-1,1] y por lo tanto no tiene limite. Es, pues, imposible aplicar la Regla

de I'Hopital para calcular el limite que nos ocupa.

No obstante, podemos resolverlo utilizando infinitésimos equivalentes. Cuando x — 0 las funciones

X y sinx son equivalentes (infinitésimos equivalentes). Esto permite efectuar el siguiente calculo:

lim S _ lim x” -sin(l/x) = limx-sin(l/x)=0

x—0 g(_x) x—0 Sin X x—0

donde hemos aplicado en la ultima igualdad el hecho que el producto de una funcion que tiende a

cero por una funcién que oscila entre dos cantidades finitas, en este caso —1 y 1, tiende a cero.

c) Del mismo modo que en b), veremos en este caso que la Regla de I'Hopital tampoco sirve. Si

o S(X) . _
evaluamos el limite lim ' vemos que no existe. En efecto:
= g'(x)
d(x —sin x)
. "(x . . l—cosx
hmf( )=11m dx' =lim——
X—>00 g'(x) X—®0 d(x+Slle) x—)oo1+cosx
dx

donde la expresion final oscila. No obstante el limite puede resolverse facilmente sacando factor

comun x tanto en el numerador como en el denominador:

lim S(x) _ limX—smx _ im x(l—smx/x) 1—sinx/x B

e g(x)  —wx+sinx o= x(l+sinx/x) o=l+sinx/x

1

d) Finalmente el ultimo limite si que se puede resolver utilizando la Regla de I'Hbpital. Evaluemos el

limite lim& :
= g'(x)

Proyecto e-Math 14
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d(sin x — x)
) "(x . . cosx—1
lim S () = lim de =lim——
x—0 g'(x) x—0 dx x—0 2x
dx

Al ser el limite del cociente de las primeras derivadas indeterminado, se calcula el mismo limite para
el cociente de derivadas segundas y asi sucesivamente hasta que el limite dejase de ser

indeterminado. Evaluaremos el limite del cociente de las segundas derivadas:

1 m& - limﬂ =0
x—0 g”(x) x—0 2

Entonces podemos afirmar que:

AQJ L) g @)

gx) hgl(x) N g"(x)

Comprobemos los resultados con Mathcad:

2 . (1
-0 X sin| —
—In(x) X
lim 0 lim ————= -0
X— O+ l x— 0 SlI](X)
X
e
T Ll fim Sm(xi_x -0
X—y oo X+ 8iN(X) X=X
Proyecto e-Math 15
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CONCLUSIONES

Hemos visto la importancia del concepto de limite y su sentido intuitivo. El limite es el valor que la
funcion deberia tener o, de hecho, tiene en un punto a tenor de los valores de la funcién muy cerca de
dicho punto. En una dimensién, la existencia de limite equivale a la existencia de dos limites llamados
laterales y correspondientes a la aproximacion hacia dicho punto mediante valores superiores e
inferiores al punto considerado.

Calcular un limite de una funcién en un punto se efectia mediante reglas basadas en 6rdenes de
magnitud de crecimiento, resolucion de indeterminaciones, substitucion por infinitésimos equivalentes
o derivacion (Regla de I'Hopital). Con una amplia muestra de limites hemos ilustrado las diferentes
técnicas para el calculo de limites.

Mathcad representa una ayuda inestimable para la comprobacion de limites calculados analiticamente
al mismo tiempo que un instrumento independiente para el calculo simbdlico y numérico de limites.
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W3]
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A
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[W10]

http://www.satd.uma.es/a_valverde/aula-calculo/calculo.html
Excelente aula virtual con apuntes de limites de funciones (tema C5).

http://www.ugr.es/~dpto_am/docencia/cie_mat_calculo/apuntes.html
En el Capitulo 1 se presentan —entre otros contenidos— los limites de funciones.

http://www.dma.fi.upm.es/docencia/primerciclo/calculo/grupol5t/
Teoria, ejercicios, problemas y enunciados de examenes de calculo (también de limites de
funciones).

http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis 1 /apuntes/
Apuntes de series de limites y continuidad.

http://www.unizar.es/analisis matematico/analisisl/problemas/
Problemas y ejercicios de limites.

http://planetmath.org/encyclopedia/Limit.html

Pagina web de PlanetMath.org dedicada a limites de funciones (en inglés). Contiene una
breve reflexion histérica sobre la formulacion de la definicion mas comun actualmente de
limite.

http://planetmath.org/?op=getobj&from=objects&id=2950
Pagina web de PlanetMath.org dedicada a limites laterales (en inglés).

http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/calculo_1/default.htm
Excelente resumen de célculo (limites, derivacion, integracion, etc) con funciones.
Contiene un médulo sobre el calculo de limites indeterminados de funciones.

http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/deri_limi/default.htm
Apuntes de limites y derivacion de funciones.

Proyecto e-Math 17
Financiado por la Secretaria de Estado de Educacién y Universidades (MECD)



