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INTRODUCCION

Es de todos sabido que nuestra vida diaria contemporanea requiere de una cantidad de
conocimientos matematicos cada vez mas importantes, sin los cuales carece, virtualmente, de
significado.

En los bloques anteriores se ha visto que la teoria de matrices permite el manejo de gran cantidad de
datos y es esencial, no sélo para su uso en diferentes modelos matematicos sino también para
diversos métodos estadisticos. [W1]
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El objeto de este e-bloque es el desarrollo y estudio de un tema basico de algebra lineal como es el
calculo de la matriz inversa y algunas aplicaciones de ésta a modelos matematicos.

En éste se intenta, sin perder rigurosidad matematica, clarificar algunos conceptos para hacerlos
accesibles a un publico no matematico. Sin embargo, y dada la amplia magnitud del tema a abarcar,
con este bloque no se pretende acabar con el tema sino sentar las bases y fundamentos del mismo e
incentivar su estudio, profundizacién y aplicacion posterior.

El calculo de la matriz inversa no es un proceso sencillo. Primeramente se aborda desde el punto de
vista del método de Gauss y, después por determinantes y adjuntos; posteriormente, se hace uso del
software Mathcad para su calculo y, por ultimo, se muestran diversas aplicaciones de ésta.

Del mismo modo, las aplicaciones que se presentan son ejemplos dentro de un campo muy amplio.
Incluso los ejemplos mostrados no finalizan en lo escrito en este bloque, sino que es una introduccion
al mismo, con el objeto de ilustrar el uso de matrices en problemas no matematicos, por una parte y
hacer accesible los modelos y sus diversas derivaciones, por otra.

OBJETIVOS

Aprender a averiguar cuando existe la matriz inversa de una matriz dada.
Aprender a calcular, si existe, la matriz inversa de una matriz.

Conocer las propiedades de la matriz inversa.

Conocer algunas aplicaciones de la matriz inversa.

Introducirse en el uso del Mathcad para trabajar con la matriz inversa.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Es recomendable haber leido, previamente, los math-blocks sobre algebra de matrices y
determinantes, asi como los introductorios a Mathcad.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

0 Definicion de matriz inversa [1]

Se dice que una matriz cuadrada A es inversible, si existe una matriz B con la propiedad de que
siendo / la matriz identidad.

Denominamos a la matriz B la inversa de A y la denotamos por A

Una matriz se dice que es inversible o regular si posee inversa. En caso contrario, se dice que es
singular.

Ejemplo:

2 5 3 -5
Supongamos A :[1 Jy B :( - ) Entonces:
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AB = 2 5 . 3 -5 _ 6-5 -10+10 _ 10 |

1 3)|-1 2 3-3 -5+6 0 1
BA = 3 -5 . 2 5 _ 6-5 15-15 _ 10 |

-1 2 1 3 -2+2 -5+6 0 1

Puesto que AB = BA =1, Ay B son inversibles, siendo cada una la inversa de la otra.

0 Condicion de inversibilidad [W3]

El problema de encontrar elementos inversos para el producto de matrices tiene como primer
inconveniente que, para empezar, no siempre dadas dos matrices A y B, que podamos hacer el
producto A-B significa que podamos hacer el producto B-A

Ademas, que dos matrices sean inversas una de la otra significa, en particular, que el producto ha de
dar como resultado la matriz identidad. Si recordamos la definicién, la matriz identidad es aquélla
cuyos elementos son nulos salvo los de la diagonal, que son 1, y, ademas, esto es importante, dicha
matriz es cuadrada. El hecho de que la matriz identidad sea cuadrada nos va a restringir mucho el
conjunto de matrices para las que podremos hablar de inversién.

Vamos a ver qué primera condicion han de cumplir dos matrices A y B para que sean la una inversa
de la otra. Esto, como sabemos, significa que A-B = B-A = I, donde | denota a la matriz identidad. Las
matrices seran, en principio, A de orden mxn y B de orden pxq.

Sin embargo, por definicién del producto de matrices, se debe cumplir que n=p para poder hacer la
multiplicacion A-B. Sabemos, ademas, que esta matriz sera de orden mxq. Pero también tenemos
que poder hacer el producto B-A, lo que implica que debe ser m=q. Asi pues, la matriz A sera de
orden mxn, y la matriz B sera de orden nxm. El producto A-B serd de orden mxm, y el producto B-A
sera de orden nxn. Ademas, ambos productos han de dar como resultado la matriz identidad, y ésta
es cuadrada, lo que obliga a que m=n, es decir, a que para poder hablar de inversién de una matriz,
la matriz ha de ser cuadrada. Sin embargo, es una condicion necesaria pero no suficiente; esto es,
no toda matriz que sea cuadrada tiene matriz inversa. No es la unica condicion que se exige a la
matriz.

o Calculo de determinantes

Método de Gauss [W2]

Veamos un método que a priori no nos garantiza que la matriz en cuestién sea inversible, sin
embargo, en caso de que se pueda aplicar, nos dara la inversa sin hacer operaciones demasiado
complicadas. Si la matriz no se puede invertir, llegaremos a una situacion que nos lo indicara.

El calculo de la matriz inversa por el método de Gauss supone transformar una matriz en otra,
equivalente por filas. La demostracion rigurosa del procedimiento que a continuacion se describe se
sale del propdsito del presente bloque, aqui se limita a su exposicién y comprobacién de que
efectivamente se obtiene la matriz inversa.

En esencia, el método consiste, para una matriz cuadrada de orden n, en:

1. Formar una matriz de orden nx2n tal que las primeras columnas sean las de la matriz A y las
otras n las de la matriz identidad de orden n.
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2. Mediante las transformaciones elementales de las filas de una matriz, convertir la matriz anterior
en otra que tenga en las q primeras columnas la matriz identidad y en las n ultimas otra matriz
que prescisamente sera A™.

El método consiste, pues, en colocar juntas la matriz a invertir, y la matriz identidad.
(A ‘ |) Gauss (l ‘ A71)

Por medio de transformaciones elementales, vamos modificando nuestra matriz hasta obtener la
matriz identidad. Cada paso que apliquemos a la matriz se lo aplicaremos a la matriz identidad.
Cuando hayamos obtenido la matriz identidad, la de la derecha sera la inversa. Si no podemos llegar
a la matriz identidad (por ejemplo, sale alguna fila de ceros), significa que la matriz no sera inversible.
Vamos a ver dos ejemplos, uno en el que se puede obtener la inversa y otro en el que la matriz no es
inversible. Ojo a lo siguiente, pues es muy importante: hemos de decidir si haremos nuestras
transformaciones elementales por filas o por columnas, pues la forma que elijamos debe mantenerse
a lo largo de todo el proceso de inversion de la matriz.

Las transformaciones elementales son las siguientes: substituir una fila o columna de la matriz por
ella misma multiplicada (o dividida) por un numero, substituir una fila o columna de la matriz por una
combinacion lineal de filas o columnas de la matriz (si es fila, filas, y si es columna, columnas), e
intercambiar filas o columnas.

Por simplicidad en la notacién, c indicara columna (ej., 12 ¢ es 12 columna) y f indicara fila (ej., 32 f es
32 fila).

Ejemplo 1:

Ver si es inversible o no y calcular (si se puede) la inversa de la siguiente matriz.

o AN
- W W
o N b

Planteamos, como hemos dicho, las dos matrices:

23 4/100
4 3 2/010
010[0 0 1

En primer lugar, por simplicidad en las operaciones, vamos a intercambiar las filas 2 y 3:

A O DN

3
1
3

N O &

100
0 0 1
010

Hacemos 32 f =32 f-2-12 f (y dejamos el resto igual):
2 3 411 00

1 0|0 0 1
0 -3 -6/-2 10

Ahora 32 f = 32 f + 4-22 f (estos dos pasos se podrian haber resumido en una sola operacién, 32 f = 32
f-2-12 f + 3.22 f, no se ha hecho por claridad al ser el primer paso):
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23 4,11 00
01 0,0 01
0 0 -6/-21 3

Ahora hacemos 12 f = (12 f)/2 y 32 f = (32 f)/(-6):

1 % 2% 0 0
01 0/0 O 1
0

0 11k =% - )

Y, por ultimo, hacemos la operacién 12 f = 12 f - (3/2)- 28 f-2.32 f:

100|-% X% -4
0 10| 0 0 1
001 Y% -% -4
Con lo que la inversa es:
% B -k
0 0 1
Bo-J -k
Comprobémosilo:
2 3 4\(-% KB -4 100
4 3 2| 0 0 1 |=[{0 1 0
010 Yo o=-% -4 0 0 1
-% % -%)(2 3 4 100
0 0 1 [-|4 3 2[=|0 1 0
Yo=% -%]10 10 0 0 1
Ejemplo 2:

Ver si es inversible y calcular (si es posible) la inversa de la matriz:

1 3 2
-2 1 3
3 2 -1

Hacemos 22 f=23f+2.13f, 33 f=32f-3-1°f:
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1 3 2 1 00
0 7 712 10
0 -7 -7,-3 0 1

Y ahora hacemos 32 f=32f + 22 f;

O O -~
O N W
O NN

10
2 1
~1 1

- O O

Por mucho que queramos, al habernos aparecido una fila de ceros, ya no podremos obtener la matriz
identidad. En cuanto nos sale una fila, o mas (o columnals, si es que trabajamos por columnas) de
ceros, lo que nos esta diciendo es que la matriz no es inversible.

Por adjuntos y determinantes [W5]

En este apartado se va a mostrar una forma, alternativa a la anterior, de determinar cuando una
matriz cuadrada tiene inversa asi como a calcularla.

La matriz:
aqq aqp -0 Ay
I
dpy Apz t Qpp

es inversible si y sélo si su determinante es diferente de cero (\A\ #0) y la forma de calcularla es la
siguiente:

act o (ADT
A

donde A%es la matriz de adjuntos de Ay (Ad)T, su traspuesta.

La restriccion de que el determinante de la matriz debe ser diferente de cero para la existencia de la
matriz inversa es debido a la imposibilidad de dividir por cero. Dicha condicién, a diferencia de la de
inversibilidad, si que es necesaria y suficiente; esto es, podemos afirmar que toda matriz cuyo
determinante sea diferente de cero tiene inversa.

Ejemplo 1:

Sea la matriz:

1 -3 2
A=]2 5 0
0 -1 -2

1. Calculo del valor de su determinante:
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1 -3 2

A=[2 5 0/=-10-4-12=-26%0
0 -1 -2

Al ser el determinante diferente de cero sabemos, pues, que la matriz tendra inversa.
2. Calculo de la matriz de adjuntos (A%

Los cofactores de los nueve elementos de A son:

5 0 2 0 2 5
Ag =+ = -10 A = — 4 Az =+ =2
11 1 -2 12 0 -2 13 0 -1
-3 2 1 2 1 -3
Ay =- - -8 Ay =+ =2 Ay = - =1
21 1 _2 22 0 -2 23 0 -1
-3 2 1 2 1 -3
Ay =+ = -10 Ap=—_ =4 Ag =+ =11
31 5 0 32 2 0 33 2 5

Por tanto, la matriz de adjuntos es:

-10 4 -2
Ad=| -8 -2 1
-10 4 11

3. Caélculo de la matriz traspuesta de la matriz de adjuntos.

-10 -8 -10
AT =| 4 -2 4
-2 1 M

4. Entonces, aplicando la definicién anterior obtenemos la matriz inversa de A:

RN 1 -10 -8 -10
A_ = A =%' 4 —2 4
A - 2 1 1

5. 'Y, simplificando:

%3 %3 %3
A71:_%3 %3 —%3

Ms — e — s
Ejemplo 2:

Sea la matriz:

>

Il
- AN
o o w

1
2
1

Al calcular el determinante se comprueba que éste es igual a cero, por lo que se puede afirmar que
dicha matriz no posee inversa.

Proyecto e-Math 7
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2 3 1

Al=4 6 2=12+6-6-12=0
10 1

0 Propiedades de la matriz inversa [6]

1. SiByC son, ambas, inversas de la matriz A, entonces B=C.

Como consecuencia de este importante resultado, podemos afirmar que la inversa de una matriz,
si existe, es Unica. Toda matriz inversible tiene exactamente una Unica matriz inversa.

2. Si Ay B son matrices inversibles del mismo tamafo, entonces:
a) A-B es inversible
b) (AB) =B"A”

Ejemplo:

Sean las matrices:

A=1 2 B = 32 Entonces, A-B = 76
13 2 2 9 8

Si se aplica el resultado anterior:

4 (3 =2) ., (1 -1 4 (4 -3
S S Y N

También,

1 -1 3 -2 4 -3
B.A"= - =
Por consiguiente, se cumple que (A-B)'1 =B"A", como se afirma en la propiedad enunciada.

3. Si A es una matriz inversible, entonces:

a) A’ esinversibley (A=A
b) A"esinveribley (A" = (A" paran=0,1,2, ...

c) Para cualquier escalar k diferente de cero, la matriz k-A es inversible y (k-A) "= % A’
Ejemplo:
a)Sean Ay A" como las matrices del ejemplo anterior; es decir,
1 2 3 -2
A= AT =
13 -1 1
Entonces,
Proyecto e-Math 8
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(102
(A7) _(1 3J

b) Igualmente:
A3:[1 2)[1 2)(1 2}2[11 30)
1 3\1 3|1 3] |15 41
A= (AT = 3 -2)3 -2)3 -2) (41 -30
A= o e Tles e

Por tanto, A® es inversible.

9

ORI £ 0 I T ) B
(kA)'(—% %)_3[4 1}‘3A

Con lo que queda demostrada dicha propiedad.

c) Si k=3, entonces k-A=3-A = (g SJ

4. Si A es una matriz inversible, entonces su matriz de adjuntos correspondientes A" también es
inversible y (AN = (A’

Ejemplo:

Sean las matrices:

SERIEREE

Al aplicar la propiedad anterior, se obtiene:

A_1=(1 3) (AT)_1=(1 _zJ
-2 -5 3 -5

Como garantiza la propiedad anterior, estas matrices la satisfacen.
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CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

0 Matriz inversa con Mathcad [3]

Veamos a continuacion cémo se traduce, en mathcad, la condiciéon que debe cumplir para que una
matriz sea inversible. Y para ello nos ayudaremos de un ejemplo.

Ejemplo:

Sea la matriz:

()

Queremos averiguar si existe la matriz

(006
)

Entonces, haciendo uso de las funciones de Mathcad, podemos afirmar que:
La matriz A es inversible & RREF (A) =1
o dicho de otro modo:

Para determinar si la matriz A es inversible y calcular su inversa se debe hallar RREF(A |I). Si
el resultado es (I | Q), entonces A es inversible y Q=A-1

Comprobemos estas afirmaciones con el ejemplo anterior:

Hef((lzloﬂ (10—5 2\

(l3501)) o1 3 1)

Por tanto, la matriz inversa de A es:

- =5 2
enf)

Proyecto e-Math 10
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* M athcad Professional - [Matriz inversa con Mathcad]
@ File Edt “iew |nzett Fommat Math  Sembolice  Window  Help

D-2d a8 @ =l oo s (me =2 | =]
[Normal =] [ o =B ru|===

& Matriz identidad
tref ]]

Inzert Function x| |

-1 -5 2
aoE [ 3 -1] Function Categary Function Name

File Azcess

Finance

Fourier Transform

Graph

Hyperbolic:

Image Processing
Interpolation and Prediction
Log and Exponential

[refia)

Returns a matris reprezenting the row-reduced echelon form of &, ;I

Otra alternativa para calcular matrices inversas, con la ayuda de Mathcad, es hacer uso del comando
X-1 de la barra de herramientas Matrix.

Veamos el ejemplo.

S
A_lz(_ss —21)

Proyecto e-Math 11
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! Mathcad Professional - [Matriz inversa con Mathcad]

@ File Edit “ew |nzet Fomat Math  Symbolice Window  Help
N -SH SRY |+ 2@B|- - "t mp =B
[Marmal ) |aial =zl =B r W

Y silo que se desea es calcular la matriz inversa de una matriz compuesta por simbolos, o0 simbolos y
numeros, debemos hacer uso del comando Invert Matrix de la barra de herramientas Symbolic, de
la siguiente manera:

1. Creamos y escribimos la matriz mediante la barra de herramnientas Matrix.

2. Con el cursor lo mas a la derecha posible, seleccionamos el comando M-1 de la barra Symbolic.
3. Pulsamos Intro para ver el resultado.

d -b
ab)Y ! | @d-bo (ad-bo)
%
cd - a
(a-d —b-¢c) (a-d —b-c)
1
- 0 0
-1 a
a 00 |
0ado 10 — 0
a
00 a !
0 0 —
a
Proyecto e-Math 12
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2} Mathcad Professional - [Matriz inversa con Mathcad]

ﬂ FEile Edit Miew |nzert Format Math  Symbolics  Window  Help

-SSRy %28 -

e e = e o &

]|l

|N|:|rmal

Hfo s zuj===

d -b E pﬂ|ni
a by (ad-tg) (ad-bdl [
x= [§ <E
cod -C a - —
(ad-tec (ad-he g Qﬂla
Symbolic __H
1 0 n — - Modifiers
a0y ! ? float complex  assume
1
0 a0 —= (0 — 0 solve simplify  substitute
a
nna i factor expand coeffs
oo - ;

a collect Seties parfrac
fourier laplace frans
invfourier invztrans

| —

0 Aplicacion a la resoluciéon de ecuaciones matriciales [W5]

Una ecuacion matricial es aquélla en la que sus coeficientes e incognitas son matrices.

Para resolverlas es necesario despejar la incdgnita, tal como si de una ecuacién con numeros
reales se tratara. El "problema" aparece cuando la incégnita estd multiplicada por otra matriz y,
como ya es sabido, no es posible "dividir" matrices. En ese caso hay que recurrir a la matriz
inversa.

Veamos un ejemplo aclaratorio de ello:

Sea la ecuacién matricial siguiente:

2A=AX+B

donde:

St

despejamos y queda:

<
o
Il
|

|
W
= N
N——o——

A-X=2A-B

Proyecto e-Math
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2A_B:210_—12:2+1 —2:3—2
-1 1 -3 1 -1+3 2-1 1 1

Por tanto:

AX = 3 -2
1 1
Si calculamos la inversa de A y la multiplicamos por la izquierda (cabe recordar que el producto

de1 matrices no es conmutativo), a ambos lados de la igualdad, obtenemos la matriz X (puesto que
A A=l

AAx = A3 72
1 1

Se calcula la matriz inversa de A haciendo uso del programa mathcad (tal como anteriormente se
ha explicado):

-1
1 0 10
11 {11
Por tanto, la solucién a la ecuacién matricial dada es:

X

Esto es:

(2 7]

Aplicacién a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales [W4, W6]

Para resolver muchos problemas matematicos es necesario plantear un sistema de ecuaciones
lineales. Existen diversos métodos para resolverlos (recodemos los conocidos método de
igualacion, substitucion e igualacion). Pero, si dichos sistemas estan formados por gran cantidad
de ecuaciones e incognitas, el aplicar los métodos anteriores resulta ser una tarea sumamente
dificultosa y que, muy probablemente, conducira a resultados erréneos.

Para solventar este problema, los sistemas de ecuaciones lineales se pueden plantear
matricialmente y resolverlos haciendo uso de la matriz inversa.

Veamos a continuacién un ejemplo de esto:

En un consejo municipal del ayuntamiento de una ciudad se decide comprar 2 impresoras, 5
ordenadores y 3 escaners.

Para determinar el costo de los articulos se sabe que 1 impresora mas 4 ordenadores mas 3
escaners valen 2.600€, 2 impresoras mas 5 ordenadores mas 4 escaners valen 3.500€ y 1
impresora mas 3 ordendores mas 2 escaners valen 2.000€.

Proyecto e-Math 14
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¢, Cual es el coste total de los articulos?

Para resolver este problema, se determina el coste por unidad de cada uno de los dUtiles:
impresora, escaner y ordenador.

De acuerdo a los datos proporcionados, se puede construir el siguiente sistema de ecuaciones:
Pl = Precio de una impresora

PO = Precio de un ordenador
PE = Precio de un escaner

1Pl + 4-PO + 3-PE = 2600
2PI+5-PO + 4-PE = 3500
1P1+ 3:PO + 2PE = 2000

Se resuelve este sistema de forma matricial:

1 4 3\ PI 2600
2 5 4 ||PO |=]3500
1 3 2||PE 2000
O bien:
A-X = B, donde:
1 4 3 2600 Pl
A=|2 5 4 B = 3500 X=|PO
1 3 2 2000 PE

A es la matriz de los coeficientes, B es la matriz de los términos independientes y X es la matriz
de las incognitas.

Para ello hay que hallar la inversa de la matriz de coeficientes y multiplicarla por la de términos
independientes.

Fijemonos que se parte de que A-X=B
Multiplicamos a la izquierda por A” y se tiene A"A-X = A"-B
Como A™-A = |, entonces queda que X=A"-B

Se realiza este calculo mediante el software Mathcad:

1

1 43\ (2600 300
2 54| - 3500]|=]| 500
132 2000 100

Este resultado nos indica que el PI=300, PO=500 y PE=100.

Por tanto, el precio de una impresora, un ordenador y un escaner es 300€, 500€ y 100€,
respectivamente. Y el coste total de los articulos a comprar asciende a:

2:300 + 5:500 + 3100 = 3.400€

Proyecto e-Math 15
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Pagina web de apuntes gratis de las universidades nacionales argentinas. En espafiol.

http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/matr_dete/
El sitio de los estudiantes y docentes universitarios. Recopilacion de apuntes, con ejemplos,
sobre matrices y determinantes. En espaniol.

http://rinconprog.metropoliglobal.com/CursosProg/ProgGraf/MatGraf/index.php?cap=2c
Pagina web de "El Rincén del Programador". En la seccion de "Programacion Grafica"
aparecen los "Fundamentos matematicos de la Informética Grafica" donde se explican
diversos conceptos relacionados con la matriz inversa. En espanol.

http://palillo.usach.cl/Pamelal/inversa.htm
Pagina web de la Universidad de Santiago de Chile. En espafiol.

http://www.terra.es/personal2/jpb00000/tmatrizinversa.htm
Pagina web con ejercicios de matematicas aplicadas a las ciencias sociales. En espaniol.

http://www.terra.es/personal/eurojet/matrices.htm

Pagina web con aplicaciones realizadas en JavaScript (Jscript para Microsoft) de diferentes
métodos numéricos: calculadora cientifica, inversion matricial, integral numérica, rumbo y
distancia de navegacion, oscilaciones, etc. En espafiol e inglés.
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