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INTRODUCCION.

Una variable binaria es aquella que so6lo puede adquirir dos posibles valores (Si-No, 0-1,
Verdadero-Falso, etc.). Las variables binarias constituyen un subconjunto muy importante de las
llamadas variables categéricas o cualitativas, las cuales estan muy presentes en la economia y
las ciencias sociales. En concreto, este tipo de variables juegan un papel fundamental en areas
como la teoria de la decision y el management.

Cuando se pretende explicar, mediante un modelo de regresion, el comportamiento de una
variable (llamada variable endégena o dependiente) en funcién de los valores que tomen otras
(lamadas variables exdgenas o explicativas), suele utilizarse un modelo de regresién lineal
multiple (MRLM o MRLG). Ahora bien, como veremos en este math-block, el modelo lineal
presenta ciertos problemas serios cuando la variable dependiente es binaria (y, en general,
categodrica), lo cual nos llevara a usar modelos de regresion no lineales -especificamente
pensados para realizar regresion con variables categoricas. Los modelos que analizaremos aqui
seran el Logit y el Probit.
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OBJETIVOS

Ampliar los conceptos de regresion al caso en que la variable dependiente sea categdrica.

Conocer el modelo de probabilidad lineal y los problemas que éste presenta a la hora de
explicar el comportamiento de una variable dependiente binaria.

Entender los modelos Logit y Probit como modelos que permiten superar las dificultades del
modelo de probabilidad lineal.

Aprender a realizar regresion logistica binaria con ayuda de Minitab, interpretando
correctamente los resultados generados por el programa.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Aparte de estar iniciado en el uso del paquete estadistico Minitab, resulta muy conveniente haber
leido con profundidad los siguientes math-blocks:

Regresion Lineal Multiple

Introduccién al MRLG

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

0 Modelos con variable dependiente cualitativa

Un modelo de regresion multiple (no necesariamente lineal) nos permite explicar el
comportamiento de una variable dependiente Y en funcion de una serie de variables
independientes X;, Xy, ..., Xk y de un término de perturbacién u, i.e.:

Y=f(X,,Xy,n X, ,u1)

En el caso particular de que el modelo de regresion sea lineal, tendremos una expresion de la
forma:

Y=0,+B,- X, +..+B,- X, +u
(donde usamos la notacion X, = 1 para la “variable” que acompafia al término independiente).

El objetivo de la regresion sera estimar los parametros del modelo (en el caso lineal: B4, B2, -..,
Bk), de forma que el modelo resultante se ajuste lo mejor posible a las observaciones.

Cuando la variable dependiente Y es continua, resulta frecuente utilizar un modelo de
regresion lineal multiple como el anterior. En tal caso la estimacion de los parametros B4, B2,
..., Pk se lleva a cabo mediante los métodos de Minimos Cuadrados (MCO o MCG).

Por otro lado, puede ocurrir que la variable dependiente Y sea una variable cualitativa o
categorica, i.e., que Y solo pueda tomar un conjunto reducido de valores. En tales
circunstancias, el modelo de regresion lineal presentara una serie de inconvenientes serios
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(como veremos en este math-block), por lo que sera necesario recurrir a la llamada regresion
logistica.

A diferencia de la regresion lineal (que, como hemos dicho, suele hacer uso de los métodos
de estimacion por Minimos Cuadrados), en la regresion logistica se emplean los métodos de
Maxima Verosimilitud (MV) para llevar a cabo la estimacion de los parametros del modelo.

En economia, estos modelos de regresion con variable enddgena categdrica suelen
emplearse para explicar la decision Y que toma un individuo -de entre un numero limitado de
posibles opciones- a partir de un conjunto de variables explicativas X;, X,, ..., Xk. Asi, p.e.,
supongamos que unos grandes almacenes han de seleccionar una de entre cinco posibles
ciudades para ubicar su nueva sede. A fin de optimizar su proceso de eleccién, seria posible
construir un modelo de regresion lineal multiple que permitiese seleccionar la eventual
ubicacion en funcidén de una serie de variables explicativas como pueden ser: el tamaio de la
poblacién, el nimero de otros centros de caracteristicas similares en la zona, la renta per
capita, etc. Por este motivo, los modelos de variable endégena cualitativa son también
llamados modelos de eleccion discreta.

Dentro de las variables categéricas, podemos distinguir varios tipos:

e Variables categéricas binarias: son aquellas que sélo pueden tomar dos valores (Exito-
Fracaso, 0-1, Si-No etc.)

e Variables categéricas ordinales: pueden tomar multiples valores, entre los cuales es
posible establecer una relacién de orden (Ninguno-Alguno-Muchos, Primero-Segundo-
Tercero-Cuarto, Pequefio-Mediano-Grande-Muy Grande, etc.)

e Variables categéricas nominales: pueden tomar multiples valores, si bien no es posible
ordenarlos (Azul-Rojo-Verde-Blanco, Madrid-Sevilla-Barcelona-Alicante-Bilbao, etc.)

En este math-block vamos a centrarnos en el andlisis del primer tipo de variable categdrica, el
de variable binaria.

0 El modelo de probabilidad lineal y sus problemas

Consideremos el caso de una variable dependiente binaria, Y, la cual viene explicada por un
conjunto de predictores X4, Xy, ..., Xk.

Observar que, por ser Y una variable binaria (i.e.: s6lo podra tomar los valores 0 y 1), siempre
se cumplira que:

E[Y]=0-P(Y =0)+1-P(Y =1)= P(Y =1)

Por otra parte, podemos pensar en utilizar un modelo de regresion lineal multiple para explicar
el comportamiento de la variable Y, i.e.:

Y=8+B,X,+..+ B, X, tu

Bajo el supuesto habitual de que E[u] = 0, y suponiendo conocidos los valores que toman las
variables explicativas (observaciones), tendremos que:

ElY]=B,+B,X, +..+ B, X,

Igualando las dos expresiones obtenidas para E[Y] llegamos al resultado que le da nombre al
modelo de probabilidad lineal:
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PY=0)=B,+B,X,+..+B. X, =Y—-u

Observar que esta expresion nos viene a decir que podemos expresar la variable
dependiente binaria Y como la probabilidad de “éxito” mas un término de perturbacion, i.e.:

Y=PY =D)+u=E[Y]+u

Sin embargo, este modelo inicial no sera valido para explicar el comportamiento de variables
dependientes binarias, pues presenta varios problemas:

1. El término de perturbacion u =Y — (B, + B, X, +...+ B,X,) ya no sera una variable

aleatoria continua (como ocurria en el MRLM), sino que sera una variable aleatoria
discreta —puesto que, conocidos los valores de las variables explicativas, u soélo puede
tomar dos valores determinados. Por tanto, u ya no se distribuira de forma normal (uno de
los supuestos basicos del MRLM). Si bien este supuesto no resulta estrictamente
necesario para aplicar MCO, si es fundamental a la hora de realizar cualquier tipo de
inferencia posterior sobre el modelo (intervalos de confianza para los paradmetros
estimados, contrastes de hipétesis, etc.).

2. El término de perturbacién u no cumple la hipétesis de homoscedasticidad (i.e.: la
varianza de dicho término no es constante). Debido a este problema, los estimadores
MCO no seran eficientes, por lo que resultara necesario recurrir a la estimaciéon por MCG.

3. Como la variable dependiente Y sélo puede tomar los valores 0 y 1, si representamos
graficamente la nube de puntos formada por los pares de observaciones de Y con una de
las variables explicativas X;, obtendremos puntos situados sobre lasrectas Y =1e Y =0:

Y, P(Y=1)

A
p 4

Al estimar los parametros del modelo de probabilidad lineal, estaremos ajustando una
recta a la nube de puntos anterior (recta en rojo). El uso de dicha recta para predecir
nuevos valores de Y, i.e., valores de P(Y = 1) = Y-u, a partir de valores dados de X; puede
proporcionar valores mayores que 1 o menores que 0 (lo cual esta en contradicciéon con
la definicion de probabilidad).

4. Finalmente, la expresion P(Y =1)=f,+B,X,+..+ B, X, nos dice que la
probabilidad del suceso “éxito” viene determinada por una combinacion lineal de variables
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oP(Y =1
explicativas. De ello se deduce que E)X) =, Vi=23,...,k. En otras palabras,

la variacion en P(Y = 1) causada por cambios en alguna de las variables explicativas es
constante (y, por tanto, independiente del valor actual de dicha variable explicativa), lo
cual es una hipétesis muy poco realista. Veamos un ejemplo de ello:

Ejemplo: Supongamos que la probabilidad de que una familia adquiera una segunda
residencia (suceso “éxito”) viene determinada por su nivel de ingresos netos anuales (IN)
segun la expresion:

P(Y =1)=0,2+0,00001- IN

Usando este modelo, obtendriamos la tabla siguiente:

Ingresos Netos (euros) Probabilidad de comprar
Familia 1 10.000 0,3
Familia 2 70.000 0,9

Pues bien, el hecho de que la probabilidad de compra sea una funcion lineal de la
variable IN implicara que un incremento de 10.000 euros en los ingresos netos causara el
mismo efecto sobre ambas familias por lo que a la probabilidad de comprar la segunda
vivienda se refiere (ambas probabilidades se incrementaran en 0,1). Esto no tiene mucho
sentido si tenemos en cuenta que, mientras la primera familia ha visto incrementarse sus
ingresos netos en un 100%, para la segunda familia sélo se ha producido un incremento
del 14% en su nivel de ingresos netos (por lo que es de esperar que el incremento en la
probabilidad de comprar una nueva vivienda sea mayor en la primera de las familias).

0 Generalizaciéon del modelo de probabilidad lineal: modelos Logit y Probit

Como hemos visto, dada una variable dependiente binaria Y, el modelo de regresion lineal
Y=B,+B,X,+..+ B, X, +u presenta serias inconsistencias. Para evitarlas, se han

desarrollado modelos no lineales, los cuales tratan de resolver los problemas (3) y (4)
anteriores.

La idea consiste en utilizar un modelo de la forma:
Y=f(B,+B,X,+.+ B, X, )+u

donde f es una funcién real que depende de la expresion lineal B, + B, X, +...+ B, X,
(observar que si f fuese la funcion identidad, recuperariamos el modelo lineal).

Con el nuevo modelo, y razonando de forma similar al caso del modelo lineal, se cumplira:
Elr]=P(r =)= f(B, + B, X, +..+ B, X,)

Ahora bien, ¢ qué tipo de funcién f estamos buscando?: obviamente, f debera ser distinta de la
funcion identidad (para evitar el problema (4)). Ademas, necesitamos una funcién que esté
acotada por los valores 0 y 1 (puesto que su valor coincidira con el de una probabilidad). En
el grafico siguiente se muestra una idea intuitiva del tipo de funcién que buscamos para
construir nuestro nuevo modelo:
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N (Y=1)
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0 @ o > X

Pues bien, de entre las funciones f que presentan una forma similar a la de la grafica, hay dos
que son las que se utilizan con mayor frecuencia: la funcién logistica (y que da lugar a los
modelos Logit), y la funcion de distribucién de una normal estandar (asociada a los modelos
Probit).

El modelo Logit
Como acabamos de ver, una posible solucion a las inconsistencias que presentaba el modelo

de probabilidad lineal -para explicar el comportamiento de una variable dependiente binaria-
es usar un modelo Logit de la forma:

Y=f(B, +B,X,+.+ B, X, )+u

fla)= SR

donde f es la funcion logistica, i.e.:
1+exp(z)

Por tanto, tendremos que:

eXp(ﬁ1 +ﬁ2X2 +---+ﬁka)
l+exp(B, + B, X, +...+ B, X,)

Elr]l=P¥ =1=

Como hemos comentado al principio de este math-block, la estimacion en modelos Logit y
Probit se realiza mediante el método de Maxima Verosimilitud (MV).

Ademas, en este tipo de modelos no resulta posible interpretar directamente las estimaciones
de los parametros B, ya que son modelos no lineales. Lo que haremos en la practica es
fijarnos en el signo de los estimadores. Si el estimador es positivo, significara que
incrementos en la variable asociada causan incrementos en P(Y = 1) (aunque desconocemos
la magnitud de los mismos). Por el contrario, si el estimador muestra un signo negativo, ello
supondra que incrementos en la variable asociada causaran disminuciones en P(Y = 1).

En el modelo Logit se suelen usar otros dos conceptos para profundizar mas en la
interpretacion de los estimadores:
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e Se llama odds al siguiente cociente de probabilidades:

_ PY=1) _
Odds _71—P(Y _) =exp(B, + B, X, +...+ B, X))

Tomando logaritmos neperianos en la expresion anterior, obtenemos una expresion
lineal para el modelo:

P(Y =1)

Logit[P(Y =1)]= h{l_P(Y:D

J:ﬁl +B,X,+..+B. X,

Aqui se aprecia claramente que el estimador del parametro 3, se podra interpretar como
la variacion en el término Logit (el logaritmo neperiano del cociente de probabilidades)
causada por una variacion unitaria en la variable X, (suponiendo constantes el resto de
variables explicativas).

e Cuando se hace referencia al incremento unitario en una de las variables explicativas del
modelo, aparece el concepto de odds-ratio como el cociente entre los dos odds
asociados (el obtenido tras realizar el incremento y el anterior al mismo). Asi, si
suponemos que ha habido un incremento unitario en la variable X;, tendremos:

Odds?2
Odds —ratio=———= ,
s — ratio s exp(B.)

De la expresion anterior se deduce que un coeficiente 3 cercano a cero —o,
equivalentemente, un odds-ratio cercano a uno- significara que cambios en la variable
explicativa X; asociada no tendran efecto alguno sobre la variable dependiente Y.

Ejemplo: El archivo Logit_Probit.mtw contiene 32 observaciones para cada una de las
variables que se indican a continuacién. Cada observacion corresponde a un estudiante de la
asignatura Econometria:

Variable Descripcion
MediaCurso Contiene la nota media (en una escala de 0 a 10) obtenida por el
estudiante en el curso anterior
PreNivel Contiene un coeficiente (nimero entero de 10 a 30) que indica el

nivel de conocimientos econométricos con que el estudiante
comenzo el curso

MathBlocks Indica si el estudiante ha usado los math-blocks de econometria
en su estudio de la asignatura (1 = Si, 0 = No)
MejoraNivel Indica si el estudiante ha logrado alcanzar holgadamente los

objetivos del curso (1 = Si, 0 = No)

m

fB LOGIT_~1.MTw ==

c1 Q2 3 c4
1 MediaCursa | PreMivel | MathBlocks | MejoralMivel
1 6,32 20 0 0
2 6,73 2 0 0
3 756 24 0 0
4 6,54 12 0 0
Proyecto e-Math 7
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La idea es explicar, con ayuda de Minitab, el comportamiento de la variable MejoraNivel a
partir del resto de variables. Para ello usaremos el siguiente modelo Logit:

Logit|P( MejoraNivel = 1)]= B, +B, - MediaCurso +B; - Pr eNivel + B, - MathBlocks

Usamos la opcién Stat > Regression > Binary Logistic Regression... :

Regression... ‘ession

Stepwise...

Best Subsets. ={SD

Fitted Line Plat.. ks
Hivel

Residual Plats...

Binary Lo
Ordinal Logistic B

Mominal Logistic Regression...

Select

Help |

E
& Response: IHejoraT Frequency: I—
[optional)
" SuUccess: I— Trialt
" Success: I— Eailure:
" Failure: I— Trial:
Model:

MediaCurso Preliwel HathBlocks

Eactors [optional):

1l

Graphs... | Options... |
Results... | Storage... |
0K I Cancel |

Por defecto, Minitab utilizara un modelo Logit. A continuacién se muestra el “output”:

Binary Logistic Regression

Link Function: Logit
Response Information

Measures of Association:
(Between the Response Variable and Predicted Probabilities)

Pairs Number Percent
Concordant 204 88,3%
Discordant 26 11,3%
Ties 1 0,4%
Total 231 100,0%

Summary Measures

Somers' D 0,77
Goodman-Kruskal Gamma 0,77
Kendall's Tau-a 0,36

Variable Value Count
MejoraNi 1 11 (Event)

0 21

Total 32
Logistic Regression Table

Odds 95% CI

Predictor Coef StDev 4 P Ratio Lower Upper
Constant -14,434 5,412 -2,67 0,008
MediaCur 1,4131 0,6315 2,24 0,025 4,11 1,19 14,16
PreNivel 0,0952 0,141e6 0,67 0,501 1,10 0,83 1,45
MathBloc 2,379 1,065 2,23 0,025 10,79 1,34 86,94
Log-Likelihood = -12,890
Test that all slopes are zero: G = 15,404; DF = 3; P-Value = 0,002
Goodness-of-Fit Tests
Method Chi-Square DF P
Pearson 27,257 28 0,504
Deviance 25,779 28 0,585
Hosmer-Lemeshow 6,569 8 0,584

Proyecto e-Math
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La tabla de regresiéon logistica muestra los valores estimados para los coeficientes del
modelo (B4 = -14,434, B, = 1,4131, B3 = 0,0952 y B4 = 2,379), junto con sus p-valores
asociados (0,008, 0,025, 0,501, y 0,025 respectivamente). Segun hemos comentado
anteriormente, podemos interpretar los coeficientes B, B3 y B4 como el cambio que se produce
en el término Logit al incrementarse en una unidad la variable explicativa asociada. Cuando
usamos regresion logistica, también nos aparecen los odds-ratio (4,11, 1,10 y 10,79
respectivamente).

Observar que los p-valores asociados a los coeficientes B, y B4 son inferiores a 0,05. Por
tanto, para un nivel de significacién a = 0,05, rechazaremos la hipétesis nula de que dichos
coeficientes son nulos (i.e.: que la variable asociada a los mismos no es relevante en el
modelo). Por el contrario, si parece que la variable PreNivel no tendra un efecto significativo
a la hora de explicar el comportamiento de la variable dependiente.

Por lo que se refiere a las variables MediaCurso y MathBlocks, el hecho de que éstas
tengan un coeficiente positivo y un odds-ratio bastante mayor a uno, nos hace pensar que
cualquier incremento en los niveles de ambas variables (especialmente de la segunda) tendra
un efecto significativo sobre la variable dependiente MejoraNivel. Esto significa que aquellos
estudiantes que vienen con notas altas del curso anterior, y aquellos estudiantes que hacen
uso de los mathblocks tienen elevadas probabilidades de alcanzar holgadamente los objetivos
del curso.

El estadistico G sirve para contrastar la hipdtesis nula de que todos los coeficientes
asociados con variables explicativas son nulos. Dado que el p-valor obtenido es de 0,002,
podemos rechazar dicha hipétesis nula y concluir que, como minimo, uno de los coeficientes
sera distinto de cero.

El apartado Goodness-of-Fit Tests muestra los p-valores asociados a los contrastes de
Pearson, Deviance, y Hosmer-Lemeshow. Dado que dichos p-valores oscilan entre 0,504 y
0,585, no rechazaremos la hipotesis nula de que el modelo se ajusta adecuadamente a las
observaciones.

Finalmente, observar en el gréfico siguiente como se detecta la existencia de tres
observaciones que no son bien explicadas por el modelo:

LOGIT_~1.MTW: Delta Chi-Square versus P

Delta Chi-Sguare versus Probability

Delta Chi-Square

0o 0,'5 1,0
Probability

Proyecto e-Math 9
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El modelo Probit
Otra posible solucion a las inconsistencias que presentaba el modelo de probabilidad lineal -

para explicar el comportamiento de una variable dependiente binaria- es usar un modelo
Probit (también llamado modelo Normit) de la forma:

donde f es la funcién de distribucion de una normal estandar, i.e.:

1

J2r

exp(—t? /2 )dt

fe=

Por tanto, tendremos que:

B, +B X+ B X ] 5
Elv]=p(v=1)= f exp(—t2 /2 )d

- Vo

Como hemos comentado al principio de este math-block, la estimacion en modelos Logit y
Probit se realiza mediante el método de Maxima Verosimilitud (MV).

Ademas, en este tipo de modelos no resulta posible interpretar directamente las estimaciones
de los parametros B, ya que son modelos no lineales. Lo que haremos en la practica es
fijarnos en el signo de los estimadores. Si el estimador es positivo, significara que
incrementos en la variable asociada causan incrementos en P(Y = 1) (aunque desconocemos
la magnitud de los mismos). Por el contrario, si el estimador muestra un signo negativo, ello
supondra que incrementos en la variable asociada causaran disminuciones en P(Y = 1).

Ejemplo: Volviendo al ejemplo anterior, utilizaremos ahora el siguiente modelo Probit para
explicar el comportamiento de la variable dependiente binaria MejoraNivel:

Pr obit|P(MejoraNivel = 1)|=B, +P, - MediaCurso +P; - Pr eNivel + B, - MathBlocks

Los pasos a realizar con Minitab son analogos al ejemplo anterior. Eso si, deberemos
especificar en este caso que el modelo a usar es el Normit (o Probit). Usaremos para ello el
menuU Options:

Binary Logiztic Regreszzion - Optiong

Link Functions
" Logit

t
¢ GompitfComplementary log-log

Reference Options

Ewvent: |

Heterence factorlevel [enter factor ol lowed by level]:

|
Algorithm Options

¢ Starting estimates for algorithm: I—

" Estimates for validation model: I—

Maximum number of iterations: I—

Select | Option for Hosmer-Lemeshow Test
MNumber of groups: |

Help | OK Cancel |

Proyecto e-Math 10
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Si nos fijamos en el “output” siguiente, veremos que los coeficientes obtenidos para el modelo
Probit son consistentes con los que habiamos obtenido para el modelo Logit (en el sentido de
que ambos tienen el mismo signo y, por tanto, la interpretacién de unos es coherente con la
de los otros):

Binary Logistic Regression

Link Function: Normit
Response Information

Variable Value Count
MejoraNi 1 11 (Event)
0 21
Total 32

Logistic Regression Table

Predictor Coef StDev Z P
Constant -8,265 2,821 -2,93 0,003
MediaCur 0,8129 0,3449 2,36 0,018
PreNivel 0,05173 0,08119 0,64 0,524
MathBloc 1,4263 0,5870 2,43 0,015
Log-Likelihood = -12,819

Test that all slopes are zero: G = 15,546; DF = 3; P-Value = 0,001

Goodness-of-Fit Tests

Method Chi-Square DF P
Pearson 26,252 28 0,559
Deviance 25,638 28 0,593
Hosmer-Lemeshow 6,909 8 0,547

Measures of Association:
(Between the Response Variable and Predicted Probabilities)

Pairs Number Percent Summary Measures

Concordant 204 88,3% Somers' D 0,77
Discordant 26 11,3% Goodman-Kruskal Gamma 0,77
Ties 1 0,4% Kendall's Tau-a 0,36
Total 231 100,0%

En este caso, el resultado del “output” proveniente del modelo Probit es analogo al que
habiamos realizado para el modelo Logit. Ademas, también detectamos las tres
observaciones que el modelo no explica convenientemente:

LOGIT_~1_MTW: Delta Chi-Square versus Hi

Delta Chi-Square versus Leverage

q_|
B L]
74
o B '
1]
= 5
w .
5
= 3
i}
o -
L]
1 * * .
5 * - . - -
0 e ™ .® L]
0,04 0,14 024 0,34
Leverage
Proyecto e-Math 11
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CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

Regresién Logistica

0 Ejemplo de regresion binaria mediante un modelo Logit

Pretendemos investigar el efecto del tabaco (si se fuma o no) y del peso sobre la frecuencia
de pulsaciones que una persona tiene en reposo. Hemos categorizado la variable
dependiente, RestingPulse, en dos niveles: nivel bajo (Low) y nivel alto (High). Los datos

(observaciones) se encuentran en el archivo Exh_regr.mtw:

c10 c11-T C12-T | C13 c14 Cc15 c16 C17-T c18-T =
A MachineBSetting | RestingPulse | Smokes | Weight | Swwival | Region |TozicLevel| Subject | TeachinghJdethod -
1 11,15 | Low Mo 140 1 1 62,00 | tmath discuss )
2 1570 | Liowr Mo 145 1 2 46,00 | science discuss ‘
3 15,90 | Lowr Yes 160 2 1 43,50 | science discuss
4 1940 | Low Yes 190 3 2 32,00 | tnath lecture
5 21,40 | Low Mo 155 2 1 63,50 | math discuss
8 21,70 | Low Mo 165 1 1 41,25 | science lecture
e . N ” L [

Emplearemos para ello el siguiente modelo Logit:

Logit [P(Re stingPulse = alto)] =B, +B, - Smokes +; - Weight

Usamos la opcién Stat > Regression > Binary Logistic Regression... :

Begression. ..
Stepwize. ..
Best Subsets.. Fv—
. : Scorel
EM§dLmePbL. Hom tFlus
Residual Plats... In=olation
= East
Binary Lot b South
Ordinal Logistic Regression... Horth
Mominal Logistic Regression... Tine
EnergyConsu
C10 HachineSett
Cl1 RestingPuls
C12 Snokes
C13 Weight
C14 Survival
C15 Fegion
Cle ToxicLlevel
C17 Subject
C18 Teachinglet
19 Age

Select |
Help |

gistic Regression E

' Besponse: IRestingPulse Freguency: |
[optional)
" Success: | Tirial: |
" Success: | Eailure: |
" Failure: | Trial: |
Model:
Smokes Weight ;I
| |
Factors [optional):
Smokes :J
=l
Graphs... | Options... |
Results... | Storage... |
0K Cancel |

Observar que el modelo debe incluir las dos variables explicativas (Smokes y Weight). Asi
mismo, hemos especificado que la variable Smokes es un factor (Minitab denomina factors a
las variables explicativas categoricas, y covariates a las variables explicativas cuantitativas).

Proyecto e-Math
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Pediremos también que el “output” incluya un par de graficos:

Binary Logistic Regrezsion - Graphs |

Diagnostic Plots

Involving Event Probability
¥ Delta chi-square vs probability
[T Delta deviance ws probability
[T Delta beta [Standardized] vs probability
[ Delta beta vs probability

Involving Leverage [Hi]
¥ Delta chi-square vs leverage:
[T Delta deviance vs leverage
[T Delta beta [Standardized] vs leverage
[T Delta beta vs leverage

Help 0OK Cancel

A continuacién se muestra el “output” generado por Minitab:

Results for: Exh_regr.MTW

Binary Logistic Regression: RestingPulse versus Smokes; Weight
Link Function: Logit

Response Information

Variable Value Count
RestingP Low 70 (Event)
High 22
Total 92

Logistic Regression Table

Odds 95% CI
Predictor Coef SE Coef Z P Ratio Lower Upper
Constant -1,987 1,679 -1,18 0,237
Smokes
Yes -1,1930 0,5530 -2,16 0,031 0,30 0,10 0,90
Weight 0,02502 0,01226 2,04 0,041 1,03 1,00 1,05
Log-Likelihood = -46,820

Test that all slopes are zero: G = 7,574; DF = 2; P-Value = 0,023

Goodness-of-Fit Tests

Method Chi-Square DF P
Pearson 40,848 47 0,724
Deviance 51,201 47 0,312
Hosmer-Lemeshow 4,745 8 0,784
Proyecto e-Math 13
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La tabla de regresiéon logistica muestra los valores estimados para los coeficientes del
modelo (B4 = -1,987, B> =-1,1930, y B3 = 0,02502), junto con sus p-valores asociados (0,237,
0,031, y 0,041 respectivamente). Segun hemos comentado anteriormente, podemos
interpretar los coeficientes B, y B; como el cambio que se produce en el término Logit al
incrementarse en una unidad la variable explicativa asociada. Cuando usamos regresion
logistica, también nos aparecen los odds-ratio (0,30 y 1,03 respectivamente).

Observar que los p-valores asociados a los coeficientes B, y B; son inferiores a 0,05. Por
tanto, para un nivel de significacién a = 0,05, rechazaremos la hipétesis nula de que dichos
coeficientes son nulos (i.e.: que la variable asociada a los mismos no es relevante en el
modelo).

Si bien no hay incidios de que alguno de los coeficientes 3, o B; sea nulo, el hecho de que el
odds-ratio asociado a la variable Weight valga aproximadamente uno, induce a pensar que
un aumento unitario en el peso de un individuo no causara un efecto apreciable sobre su
frecuencia de pulsaciones en reposo. Por lo que se refiere a la variable Smokes, el hecho de
que ésta tenga un coeficiente negativo y un odds-ratio de 0,30 (diferente de uno), nos hace
pensar que aquellos individuos que fuman tienden a tener una mayor frecuencia de
pulsaciones en reposo que los que no fuman.

El estadistico G sirve para contrastar la hipdtesis nula de que todos los coeficientes
asociados con variables explicativas son nulos. Dado que el p-valor obtenido es de 0,023,
podemos rechazar dicha hipétesis nula y concluir que, como minimo, uno de los coeficientes
sera distinto de cero.

El apartado Goodness-of-Fit Tests muestra los p-valores asociados a los contrastes de
Pearson, Deviance, y Hosmer-Lemeshow. Dado que dichos p-valores oscilan entre 0,312 y
0,724, no rechazaremos la hipotesis nula de que el modelo se ajusta adecuadamente a las
observaciones.

Finalmente, observar en el grafico siguiente cdmo se detecta la existencia de dos
observaciones que no son bien explicadas por el modelo:

Exh_regr.mtw: Delta Chi-5quare versus P M= E3
Delta Chi-Square versus Probability
L ]

g

4 -
2k}
=
=
w3
._é
]

_ -

'-% 2 . ] .
=) L ] . .- . .

1 .t ., * .

* LI :
. ] Ii.---l. ,.".'l'uﬁ.
| | T | T T T
0,4 05 05 07 05 09 10
Frobability
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Ejemplo de regresion binaria mediante un modelo Probit

En el ejemplo anterior, hubiésemos podido emplear el siguiente modelo Probit:
Pr obit|P(Re stingPulse = alto )| = B, +B, - Smokes+; - Weight

En tal caso, el “output” hubiese sido el siguiente:

Binary Logistic Regression
Link Function: Normit

Response Information

Variable Value Count
RestingP Low 70 (Event)
High 22
Total 92

Logistic Regression Table

Predictor Coef StDev Z P
Constant -1,2011 0,9764 -1,23 0,219
Smokes

Yes -0,7038 0,3250 -2,17 0,030
Weight 0,015085 0,007025 2,15 0,032
Log-Likelihood = -46,734

Test that all slopes are zero: G = 7,746; DF = 2; P-Value = 0,021

Goodness-of-Fit Tests

Method Chi-Square DF P
Pearson 40,598 47 0,733
Deviance 51,029 47 0,318
Hosmer-Lemeshow 5,845 8 0,665

Measures of Association:
(Between the Response Variable and Predicted Probabilities)

Pairs Number Percent Summary Measures

Concordant 1046 67,9% Somers' D 0,38
Discordant 462 30,0% Goodman-Kruskal Gamma 0,39
Ties 32 2,1% Kendall's Tau-a 0,14
Total 1540 100,0%

Nuevamente, podemos apreciar que los coeficientes obtenidos en ambos modelos (Logit y
Probit) son consistentes (tienen el mismo signo en ambos modelos y, por tanto, su
interpretacion es analoga).

Asimismo, el resto del “output” del modelo Probit es coherente con el analisis que habiamos
realizado para el modelo Logit:

La tabla de regresion logistica muestra los valores estimados para los coeficientes del
modelo (B4 = -1,2011, B, = -0,7038, y B; = 0,015085), junto con sus p-valores asociados
(0,219, 0,030, y 0,032 respectivamente). Segun hemos comentado anteriormente, podemos
interpretar los coeficientes B, y B3 como el cambio que se produce en el término Probit al
incrementarse en una unidad la variable explicativa asociada.

Observar que los p-valores asociados a los coeficientes B, y B; son inferiores a 0,05. Por
tanto, para un nivel de significacién a = 0,05, rechazaremos la hipétesis nula de que dichos
coeficientes son nulos (i.e.: que la variable asociada a los mismos no es relevante en el
modelo).

Proyecto e-Math 15
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Si bien no hay incidios de que alguno de los coeficientes 3, o0 B3 sea nulo, el hecho de que el
coeficiente asociado a la variable Weight valga aproximadamente cero, induce a pensar que
un aumento unitario en el peso de un individuo no causara un efecto apreciable sobre su
frecuencia de pulsaciones en reposo. Por lo que se refiere a la variable Smokes, el hecho de
que ésta tenga un coeficiente negativo mayor que uno, nos hace pensar que aquellos
individuos que fuman tienden a tener una mayor frecuencia de pulsaciones en reposo que los
que no fuman.

El estadistico G sirve para contrastar la hipdtesis nula de que todos los coeficientes
asociados con variables explicativas son nulos. Dado que el p-valor obtenido es de 0,021,
podemos rechazar dicha hipétesis nula y concluir que, como minimo, uno de los coeficientes
sera distinto de cero.

El apartado Goodness-of-Fit Tests muestra los p-valores asociados a los contrastes de
Pearson, Deviance, y Hosmer-Lemeshow. Dado que dichos p-valores oscilan entre 0,318 y
0,733, no rechazaremos la hipotesis nula de que el modelo se ajusta adecuadamente a las
observaciones.

Finalmente, en el grafico siguiente se aprecian claramente las dos observaciones que no son
bien explicadas por el modelo:

Exh_regr.mtw: Delta Chi-5quare versus Hi
Delta Chi-Sguare versus Leverage
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