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INTRODUCCION

En este Mathblock introducimos el concepto de sucesion de numeros reales. Se trata de una
aplicacion de los numeros naturales, un conjunto infinito, pero discreto, en los nimeros reales.
Este tipo de aplicaciones son inyectivas puesto que existe una cantidad infinita y densa de
numeros reales y sélo una cantidad infinita pero discreta de naturales. Este Mathblock versa
sobre los tipos de sucesiones, el concepto de limite de una sucesion y los métodos de calculo
analiticos y con el Mathcad que conducen a la determinacion del limite de sucesiones
convergentes. Este Mathblock es la base para comprender satisfactoriamente los Mathblocks
“Series de numeros reales positivos” y “Series de potencias’. Por lo tanto, asimilarlo
detenidamente es de fundamental importancia.

Averiguar si una serie es monétona, si estd acotada y si existe el limite de dicha sucesién es
uno de los objetivos de la primera parte de este Mathblock. Todas las sucesiones con limite
saatisfacen determinadas operaciones que expondremos aqui en detalle. La parte central de este
Mathblock consiste en desarrollar una habilidad de calculo suficiente para poder determinar el
limite en las llamadas situaciones de indeterminacién. En ellas debemos ser capaces de utilizar
simplificaciones, la regla del bocadillo, el criterio de Stolz y otras técnicas para
desenmarcarar la indeterminacion y averiguar el valor del limite.

OBJETIVOS DOCENTES

Introducir el concepto de sucesién de numeros reales. Saber comprobar si una sucesion es
acotada y mondtona. Introducir el concepto de limite de una sucesion.

Conocer las propiedades fundamentales del limite de una sucesién asi como introducir la
aritmética de los limites.

Distinguir los casos de indeterminaciones en el calculo de limites y resolver casos concretos,
utilizando los criterios adecuados (criterio de Stolz, regla del bocadillo, etc).

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Previamente a la lectura de este Mathblock es muy aconsejable que se tenga un conocimiento
minimo del programa Mathcad.

Por lo tanto, recomendamos que trabajéis el Mathblock “Uso basico del Mathcad en Analisis (l):
célculo simbdlico y analitico” antes de empezar con éste.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

e Sucesion de numeros reales

En el lenguaje corriente las palabras “serie” y “sucesion” son sindnimas y se utilizan para designar un
conjunto de cosas o sucesos dispuestos en un orden. En Matematicas, estas palabras tienen un
significado técnico especial. La palabra “sucesion” tiene un sentido analogo al del lenguaje corriente,
pues con ella se quiere indicar un conjunto de objetos puestos en orden, pero la palabra “serie” se
usa en un sentido completamente distinto. Aqui se estudiara el concepto de sucesion dejando el de
serie para definirlo mas tarde en el Mathblock “Series de niUmeros reales”.
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Si a cada entero positivo n esta asociado un numero real a
ordenado:

entonces se dice que el conjunto

n?

Ay,0y,...,0,,...,

define una sucesion infinita. Cada término de la sucesién tiene asignado un entero positivo, de
manera que se puede hablar del primer término a,, del segundo término a, y en general del término

n-ésimo a, . Cada término a, tiene un siguiente a,_, y por tanto no hay un “dltimo término”.

Los ejemplos mas corrientes de sucesiones se pueden construir dando alguna regla o formula que
defina el término n-ésimo. Asi, por ejemplo, la formula a, zl/n define la sucesion cuyos cinco
primeros términos son:

N |~
W | =
S
WD | =

Podemos definir de manera mas formal una sucesién de nimeros reales como una aplicacion /4 de
los nimeros naturales N en el conjunto R de los nimeros reales:h: N — R, n— h(n)=x,. La
imagen de n recible en nombre de término n-ésimo o término general de la sucesion. Podemos
también definir una sucesion de numeros reales como aquella funcién f* cuyo dominio es el conjunto

infinito de todos los enteros positivos 1,2,3,4,5,.... El valor f(n) de la funcién se denomina el
término n-ésimo de la sucesion.

De alguna forma hemos readaptado el concepto de funcion continua, donde hemos fijado el dominio
de la funcion como el conjunto de los naturales, N. En lo que sigue, diremos que dos sucesiones

{a,} y {b,} sonigualessi x, =y, paratodo ne N .

e Sucesion acotada

Una sucesion {an} se dice que esta acotada si existe un nimero positivo K tal que |an| <K para

todo 7. Entonces, K es una cota de la sucesion {a,} .

Vemos, como ejemplo, que la sucesion mencionada anteriormente a, = l/n esta acotada. Basta con

fijarse que para n>1, 1> l/n. Por lo tanto, la sucesion esta acotada y las cotas sén todos los
numeros reales mayores o iguales a la unidad.

Una sucesion es no acotada si para cualquier valor G, arbitariamente grande, existe un nimero
natural n tal que |an| >G.

Como ejemplo de sucesion no acotada, proporcionamos aqui a, = (nz + 1)/n Tenemos que probar

que dado un valor G arbitrariamente grande, entonces existe un valor de n tal que |a,|> G . Para
ello, nos debemos fijar en que para cualquier G es posible encontrar un n tal que:
n’+1 1 o
a, = =n+—> G puesto que n puede hacerse arbitrariamente grande.
n n
Proyecto e-Math 3
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e Sucesion monoétona

Una sucesion {an} se dice que es creciente si para todo numero natural n se verifica que

a,, =a,.Unasucesion {a,} se dice que es decreciente si para todo nimero natural n se verifica

n+l —

que a,,, < a,.Una sucesion es monétona si es creciente o decreciente.

n+l —

Nos proponemos ahora demostrar que la sucesion con término general: a, = 1 es monotona
n+

creciente. Si queremos comprobar que la sucesion es mondétona creciente, tenemos que demostrar
que a, <a,,,. Veamoslo:

an San+]
substituyendo:
?
n < n+1
n+l” (n+1)+1
simplificando:
n < n+1
n+l n+2
multiplicando en cruz:
?
n(n + 2)S(n + 1)2

desarrollando:
2 ! 2
n-+ns<n - +2n+1

obtenemos finalmente:

0<1

que es una desigualdad cierta y, por lo tanto, todas las anteriores también lo son y, en particular, la
primera. Acabamos, pues de demostrar que la sucesién considerada es monétona creciente.

e Limite de una sucesion

Una sucesion {an} tiene limite / si, para cada nimero positivo € , existe otro nimero positivo N
(que en general depende de ¢ ) tal que

a,-l|<e para todo nzN.
En este caso, decimos que la sucesion a, converge hacia / y escribimos

lima, =1/ o que a, — [ cuando n —

n—>0

Una sucesién que no converge, puede divergir cuando no esté acotada inferiormente o superiormente
o oscilar cuando su valor varie entre dos o mas valores fijos para n — .
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¢ Convergencia de sucesiones monétonas

Es cdmodo trabajar con sucesiones mondétonas pues su convergencia o divergencia se puede
determinar facilmente. En efecto, existe el siguiente criterio. Una sucesion monétona converge si y
solo si esta acotada.

e Aritmética de los limites

A continuacién vemos una serie de resultados que nos permiten calcular limites sin utilizar la
definiciébn. Supongamos las sucesiones {an} y {bn} tales que sus limites existen, es decir, que

existen dos numeros reales tales que: lima,= 4 y limb,= B, entonces:

n—>0 n—>0

1. Para cualquier numero real A, limia,=AA.

n—0

2. lima,+b, =A+B

n—>0

3. lima,~b, =A-B

n—0

4. lima,b,=A-B

n—oo

) A
5. Si B#0, entonces hma—” = E

n—w» p

. b
6. lima, " = A"

n—»©

e Sucesiones divergentes

Una sucesion {an} tiende a oo si para todo nimero real G >0 existe un entero N tal que Vn> N ;

a, > G . Lo denotaremos —en un abuso de lenguaje matematico— como lima, = . De forma

n—0

semejante, una sucesion {bn} tiende a — oo si para todo nimero real G > 0 existe un entero N tal
que Vn>N; b <—-G. Lo denotaremos —en un abuso de lenguaje matematico— como
limb, =—0.
n—>0

e Regla del bocadillo
A menudo la resolucién de un limite requiere darse cuenta que la sucesion diverge, oscila o tiende a
una valor determinado sin efectuar un calculo explicito del limite. Este ultimo caso corresponde a la

situacién que vamos a exponer seguidamente que se resuelve aplicando la regla del bocadillo.

Veamos en que consiste.
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Supongamos que {a,} y {c,} son dos sucesiones convergentes tales que lima, = limc, = 4, si

n—>0 n—ow

a,<b,<c, Yn>n,;entonces b, es también convergente y su limite equivale al de {an} y {cn}:
limb, = 4.

n—0

Estudiemos el siguiente ejemplo. Supongamos la sucesion:

_cosl+cos2+...+cosn

a
n 2
n

Construyamos dos sucesiones, una mayor y una menor que {an} de la siguiente forma:

cosl cos?2 cosn cosl cos?2 cosn cosl cos?2 cosn
n- ny—— =" S—Ft+t—FF. S maxX{— 5,
n n n n n n n n n
-1 cosl cos2 cosn 1
l’l' _2 S_Z —2+...+ P Sn'_z
n n n n n

Hacemos un paso en el limite y tenemos:

. -1 . (cosl cos2 cosn ) 1
lim n(—z < lim —t———t. < lim n-—
n—»0 n n—o0 n n n Nn—>0 n

0< lim(COSI + cos2 +...+ COSH)SO

n—>0 n2 n2 ’ n2

Por la regla del bocadillo tenemos que:

lim

n—>»0

> > >

cosl cos2 N cosn
n n n

o Simplificaciones: sucesién acotada por sucesién de limite nulo

Enunciemos la siguiente consecuencia de la regla del bocadillo. Supongamos que {an} es una

sucesion convergente tal que lima, =0 y {bn} es una sucesion acotada (no necesariamente
n—x0

convergente), entonces la sucesion {a, -b, | es convergentey lima, -b, =0.

n—>0

Pongamos un ejemplo, supongamos que queremos calcular el limite cuando n — oo de la sucesion
sinn

. Para ello podemos observar que la sucesion puede entenderse como el productor de dos
n
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. .1 .
sucesiones: y sinn. Entonces como lim— =0 y sin» esta acotada por 1, podemos asegurar

n n—»0 n
. sinn
que lim =0.

n—>0 n

¢ Indeterminaciones

Las formulas de la aritmética de los limites que hemos visto anteriormente nos conducen, en algunos
casos, a expresiones indeterminadas, es decir cuyo valor no es evidente y que sefialamos, de forma

T N o 0 0 A0 w
simbadlica, de la siguiente forma: cc—o0, —, —, -0, 0", 0" y 1.
o0

No existen reglas generales que nos permitan resolver los limites indeterminados; no obstante, se
pueden dar algunas indicaciones como presentamos en la parte practica de este Mathblock.

e Criterio de Stolz
El siguiente criterio, que recibe el nombre de criterio de Stolz, resulta especialmente util para

determinar el limite de sucesiones en las que aparecen sumas de términos que se incrementan con
n.

Sean {an} y {bn} dos sucesiones donde {bn} es mondtona creciente o decreciente y b, # 0 para

Vn e N tales que:

lima, =limb, =0 o bien limb, = oo

n—»0 n—»0 n—»0

. . a,,—a . a
Siexiste A =lim—*—" e R entonces tenemos que A = lim—= =X\
n—»ow b " _b n—»o b
n n

P +2°+...+n’

. . . . 3
llustremos el criterio de Stolz con un ejemplo. Calculemos lim , vemos que {n }

3
n—»0 n
es creciente y que limn® = y, por tanto, podemos aplicar el criterio de Stolz. Dado que el
n—>0
. a,. —a
lim L " existe:
n—» h _
n+l n
a2t () (P22 wn?) L (n+l) 0
lim S =lim————=—
now (n+1) —n >0 3p° +3n+1 3
Este es igual al limite buscado:
lim12 +2°+..4+n° 1
n—»o n3 N 3
Proyecto e-Math 7
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CASOS PRACTICOS CON SOFTWARE

e Calculo de limites que presentan indeterminacién

Averigiemos a qué valor tienden en el infinito las siguientes sucesiones después de haber
determinado el tipo de indeterminacion:

a) 2ln(3n)—ln(n2 +1) b) (1+\/E—\/;)n

nsin(n!) 1 [(2n)
0 @) —4=
n°+1 n\ n

En la sucesion d) utilizaremos la aproximacion de Stirling, n!~ «/2nne "n", que relaciona dos infinitos
equivalentes. Al final comprobaremos los limites con Mathcad.

a) Se trata de una indeterminacion del tipo 00— o0, Utilicemos las propiedades de los logaritmos para
conseguir reducir la expresion al logaritmo de un cociente:

11m(21n(3n) ln(n +1 11m(ln 3n) —lnn +l hmlr{ J
n—>0 n—>o0 n—>0 n +

=limln| =In9=2In3
e 1+1/n

Verificamos este resultado con
Mathcad utilizando la instruccion de
simplificacion View > Toolbars > lim (21n(3n) - ln(n2 + 1)) —2-1n(3)
Symbolic > Symbolic Evaluation. n—>

b) Demostraremos que esta indeterminacion es del tipo 1. Basta para ello, probar que vn+1 —\/Z

tiende a cero cuando n tiende a infinito. Multipliquemos y dividamos por el conjugado para
desbarazarnos de la indeterminacion o0 —o0 en raices.

. n+1++/n
1&(@—[) lgg(\/nT \/_{\/nT+\/—]

n+l-n ) 1
el )

Resolvamos, pues, esta indeterminacion del tipo1” intentando construir el numero e que equivale al
limite siguiente:

Proyecto e-Math 8
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lim(l + i} =e
N—>0) Sn

donde s, es cualquier sucesion con lz'm(sn): oo . En primer lugar expresemos la resta de raices

n—>o0

como un cociente:

G

Jn
- | R
limll+vn+1-+n]" =l 1+—j _i 1+—j
Ho( ) > nlan ) o Vn+l+4n

li L

. 1
321301/ l’lﬁ\/; ”%m\”’% l+1/n+l 141 % \/_
=e =e =e =e° =A4e

Verifiquemos este resultado con . Vn 1
Mathcad utilizando la instruccion de lim  (1+yn+T-y)'" > GX{EJ
simplificacion View > Toolbars > =

Symbolic > Symbolic Evaluation

c) Estudiemos este limite analizando sus partes:

1) sin(n!) toma valores entre —7y 7y no tiene limite cuando n tiende a .

2)

> tiene a cero puesto que el exponente del término de mayor grado del

n +1
denominador supera al del numerador una unidad.

Entonces podemos, sin realizar mas calculos, afirmar que:

. nsin(n!
llmz—()Z
el

0

porque el producto de una sucesién que tiende a cero con otra que tiende a un valor finito, o oscila
entre dos valores finitos, es cero.

Verifiquemos este resultado con
Mathcad utilizando la instruccion de . n - sin(n!)

. . ., . lim |——| >0
simplificacion View > Toolbars > now| 2.
Symbolic > Symbolic Evaluation. *

d) Averigiemos el resultado de este limite:

Proyecto e-Math 9
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lim L/ 21
n>ep \ ol

substituyendo n! por v/2nwne "n" (férmula de Stirling). Podemos hacer esta substitucion siempre que

el término substituido esté multiplicando o dividiendo al resto de la expresion. Se substituyen infinitos
equivalentes con el mismo “cuidado” que se substituyen infinitésimos equivalentes.

Con esta substitucion, llegamos a:

1 [N2rn2ne™(2n)"
=lim—=» =
n->w g \/27'cne_"(n)"

y, simplificando:

-n~2n_n -nA~2n_n
im L2/ 2e 22 = hmn/\/fe# - hmn/\/ge# =
n—w p n—»o0 n n—»0 n

: 4\ .. (4), 4. 4. -+~ (4 4

=lim2[v2] 2| =lim| = W2 = 2 [lim%/2 =| 2 [lim22 =| 2 2° ==

n—oo e n—o e e n—»0 e n—0 e e

donde hemos sacado fuera del limite la fraccion 4/e, al ser esta una constante.

Con Mathcad, utilizando la instruccion L o
de simplificacion View > Toolbars > lim —- g — 4 - exp(-1)
Symbolic > Symbolic Evaluation, n—>o 1 n
obtenemos, por supuesto, el mismo
resultado.

Este ultimo limite también se puede resolver mediante el criterio de Stolz, ejercicio que se propone al
los lectores y lectoras de este Mathblock.

e Calculo de limites mediante el criterio de Stolz

Calculemos los siguientes limites de sucesiones aplicando el criterio de Stolz:

. 1 2 3 n—1
a) lim| —2+—2+—2+...+

n—>0 2

n n n n

(1 1 1 1
b) lim| —+—+—+...+
Bririr)

n—»o 2"

Nos preguntaremos si cabe la posibilidad de efectuar el calculo de estos limites sin utilizar el criterio
de Stolz. Y comprobaremos ambos limites con Mathcad.

Proyecto e-Math 10
Financiado por la Secretaria de Estado de Educaciéon y Universidades (MECD)



D)([(

UOC

www.uoc.edu Sucesiones de numeros reales

a) Expresando el término general de la sucesién como una unica fraccion:

. 1 2 3 n—1 (14243 +...+n-1
11m—+—2+—2+...+ =lim =

n—» 2 2 n—o0 2

n n n n n

vemos que tanto el numerador como el denominador divergen y, por tanto, podemos resolver la
indeterminacion oo/o0 aplicando el criterio de Stolz:

= lim|

n—>0

= lim|

n—ow

2

(1+2+3+...+n—1j
n

[1+2+3+”.+n2{lpj3j3+”ﬁwn—2»]:

simplificando:

T L R ol LA
oo\ 2p—1) e\ 2-1/n) 2

También se puede resolver este limite sin utilizar el criterio de Stolz. Basta con sumar la serie
. Ly , N . . yyn A
aritmética en el numerador. Recordando que la suma de n términos de una serie aritmética, Sn es

igual a la semisuma del primer y ultimo término multiplicada por el nimero de términos, es decir:

SA — (al +an)n
! 2

podemos escribir:

. (1 2 3 n—1 . (1+2+3+...+n-1
hm[—+—2+—2+...+ jzhm( j:

n—o 2 2 n—o

n n n n

- lim L:l)/z Chm Lot
n—o n n— 2 2]’1 2

Recuperando el valor del limite que habiamos obtenido aplicando el criterio de Stolz.

Verifiquemos este resultado con n-1

Mathcad utilizando la instruccion Z j

de simplificacion View > Toolbars - |

> Symbolic > Symbolic lim 2 - =05
Evaluation. n>w 2 2

b) Si tomamos comun denominador, conseguiremos expresar la sucesion como el cociente entre una
suma de términos dividida por una potencia. Veamoslo:

Proyecto e-Math 11
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(1 1 1 1 (2" 2 2+
lim| —4+—4+—+...+ =lim =
2 4 2

n—w 2"

y, como tanto el numerador como el denominador divergen (indeterminacién tipo oo/oo ), aplicamos el
criterio de Stolz:

(2 -2 42 1)) _27
= lim =lim =

n—>0 21— 2”_1 n—o| 2" _ 2"_1

Este limite indeterminado, se resuelve simplicando el factor coman 2" :
20 ) 1
=lm——| — |=lim| — =1
n—>0 2" 2-1 n—owo\ 2 —1]

Resolvamos este limite sin utilizar el criterio de Stolz. Efectuemos, en primer lugar, la suma de la

serie geométrica en el numerador. Dado que la suma de n términos de una serie geométrica, Sf es
igual a:

G _anr_al
S =—"t—

r—1

donde a; y a, son el primer y ultimo términos de la serie geométrica, podemos reescribir el limite
como:

n>o\ 2 4 8 2" n—o 2"

_ 1im((2”12 ~1)/(2- 1)] _ hm[ 2" - 1} |

n— " n—®© 2"

(1 1 1 1 (27 22+
lim| —+—+—+...+— |=1lim =

Recuperando el valor del limite que habiamos obtenido aplicando el criterio de Stolz.

Verifiquemos este resultado con n-1
Mathcad utilizando la instruccion de Z s
simplificacion View > Toolbars > A
Symbolic > Symbolic Evaluation. lim —>1=1
n— o 2n
Proyecto e-Math 12
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CONCLUSIONES

Hemos visto algunos tipos de sucesiones de numeros reales que existen. Entre las sucesiones de
numeros reales monaétonas, aquellas que son acotadas, convergen. Es decir, existe un niumero real al
que se acercan los valores de la sucesion al aumentar el indice de término. El calculo de limites
supone utilizar diversos tipos de técnicas para conseguir determinar su valor que a menudo, no es
trivial de determinar debido a las indeterminaciones que existen.

Para eliminarlas hemos trabajado con la regla del bocadillo, simplificaciones basadas en esta regla
asi como el criterio de Stolz. Con Mathcad y en lenguaje simbdlico, hemos mostrado con qué facilidad
se pueden generar las soluciones a los limites buscados y comparar los resultados con los obtenidos
analiticamente.
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www.uoc.edu Sucesiones de nimeros reales
ENLACES
[W1]  http://www.satd.uma.es/a_valverde/aula-calculo/calculo.html
Excelente aula virtual con apuntes muy completos de sucesiones de niumeros reales.
[W2] http://www.lafacu.com/apuntes/matematica/sucesiones/default.htm
El sitio de los estudiantes y los docentes universitarios. Es una recopilacion de apuntes, con
ejemplos, sobre sucesiones convergentes, acotadas, infinitésimos, limites de sucesiones,
propiedades de los limites de sucesiones, célculo de limites y limites indeterminados.
[W3]  http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/apuntes/
Apuntes muy completos sobre sucesiones, tipos de sucesiones y calculo del limites.
[W4]  http://www.unizar.es/analisis_matematico/analisis1/problemas/
Problemas y ejercicios de sucesiones.
[W5] http://www.monografias.com/trabajos1 1/traaprox/traaprox.shtml#termposit
Monografia sobre aproximaciones polinomiales, sucesiones y series.
[W6]  http://www.math-atlas.org
Contiene un mddulo sobre “Sucesiones, series y sumabilidad” (en inglés).
[W7] http://www.math.gatech.edu/~cain/notes/cal10.pdf
Contiene apuntes muy pedagdgicos sobre sucesiones y series (en inglés).
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