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INTRODUCCION

En la actualidad las Matematicas estan presentes en casi todas nuestras actividades ya sea de forma
explicita o encubierta en alguna medida. El lenguaje cotidiano también se ve influido por esta
presencia, de hecho gran parte del vocabulario matematico aparece en nuestra vida diaria con un
significado no muy alejado del que tiene en las Ciencias Exactas. Asi, por ejemplo, no es dificil oir
hablar de integracién o diferenciacién a la gente de la calle. El primero de estos vocablos haciendo
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referencia al hecho de unificar o poner cosas juntas mientras que el segundo se refiere mas bien a la
operacioén contraria: separar o distinguir cosas.

Estas acepciones populares no distan tanto del concepto matematico como se pudiera pensar. De
hecho la diferenciacion méas sencilla en matematicas es la substraccion: diferencia entre dos
nameros. De ésta se puede pasar a la diferenciacion del calculo infinitesimal que también da la
diferencia entre dos numeros pero ahora éstos representan valores de una funcidon que estan
(infinitamente) proximos. Por analogia la integracién mas sencilla, matematicamente hablando, es la
suma; la integracion en sentido infinitesimal es entonces una suma (continua) de los infinitos valores
que toma una funcioén en un intervalo.

No es dificil pensar en situaciones de la vida real en las que se requiera un proceso de integracion:
por ejemplo la energia eléctrica total consumida por una familia durante un mes se puede obtener
integrando la funcion que da el consumo en cada instante de tiempo durante ese periodo. De hecho
la integral es una herramienta muy util que aparece en todas las ramas de la Ciencia y la Técnica en
las que tiene aplicaciones de gran interés.

El objeto de este e-bloque es el desarrollo y estudio de un tema tan basico de calculo infinitesimal
como es “La Integral”. En él prestaremos especial atencion a la obtenciéon de su valor, cuestion que
abordaremos tanto desde el punto de vista analitico (célculo exacto) como numérico (calculo
aproximado). Nuestro objetivo es, sin perder rigurosidad matematica, clarificar y hacer asequible al
publico no matematico el concepto de integral, sus propiedades y las técnicas elementales para su
célculo, asi como sentar las bases y fundamentos que permitan al lector interesado profundizar en su
estudio y aplicacion.

Por ello hemos optado por introducir el concepto de integral de Riemann para la clase de funciones
continuas, ya que para ellas la integral existe siempre y se define de forma sencilla. Sin embargo,
animamos al lector a la consulta de la definicion mas general para funciones acotadas que puede
encontrar en [6] y [8]. También es interesante hacer notar que existen, ademas, otros tipos de
integrales, como son la de Riemann-Stieljes o la de Lebesgue, que generalizan la de Riemann y para
cuya definiciéon es necesario el concepto de medida que no trataremos aqui debido, no sélo a su
complejidad, sino al hecho de que para muchas de las aplicaciones interesantes es suficiente con la
integral en sentido de Riemann (véase [1] para la integral de Lebesgue y de Riemann-Stieljes). Junto
con la definicién estudiamos algunas de las propiedades mas significativas de la integral como son la
linealidad respecto al integrando o la aditividad respecto al intervalo de integracion ademas del
Teorema fundamental del Céalculo que relaciona la integral con la derivada y la conocida Regla de
Barrow que permitird calcular integrales definidas a partir de una primitiva de la funcion que se
integra.

En cuanto a los métodos de calculo de integrales hay que tener en cuenta que la mayoria de las
integrales no son calculables mediante las técnicas analiticas ya que no poseen primitivas
elementales. Por ello nos parece interesante estudiar, junto a los métodos de integracion exacta,
métodos numéricos sencillos que nos permitan introducir algunas de las ideas en las que se basa la
integracion aproximada. Entre los primeros trataremos los mas usuales para el calculo de primitivas
como son el cambio de variable o la integracion por partes, mientras que en el segundo grupo
incluimos métodos de cuadratura béasicos con nodos igualmente espaciados, conocidos como
férmulas de Newton-Cotes, para los casos de uno, dos y tres nodos. Tanto el calculo analitico como
el numérico se ilustran utilizando el manipulador simbélico Maple que permite el empleo de ambas
técnicas.

Concluimos esta unidad tematica con varias aplicaciones practicas de la integral. Por un lado
ilustramos su utilizacion en la definiciébn de algunos conceptos estadisticos de gran interés, tales
como la funcion de distribucion o la esperanza matematica de variables aleatorias. Por otro,
conseguimos una férmula basada en la integral para calcular longitudes de arcos. Finalmente, de
entre las mdltiples aplicaciones a la Fisica de la integral, hemos elegido el calculo del trabajo
realizado por una fuerza en un desplazamiento recto.
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OBJETIVOS

Comprender el concepto de integral de Riemann para funciones continuas.

Conocer las propiedades de la integral.

Aprender a calcular la integral definida de una funciéon continua dada, ya sea analitica o
numeéricamente.

Conocer algunas aplicaciones de la integral definida.

Conocer el uso del manipulador simbolico Maple para calcular integrales y otras cantidades
asociadas.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Es recomendable haber leido, previamente, los math-bloques sobre calculo diferencial, asi como el
introductorio al manipulador simbdlico Maple.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Definicion de integral de Riemann para funciones continuas

El concepto de integral surge relacionado con el problema de célculo de areas. Para figuras
elementales con lados rectos parece estar mas o menos claro cémo realizar este calculo; pensemos
en un triangulo o un rectangulo por ejemplo. Pero la cosa cambia cuando se consideran figuras
curvilineas. La estrategia de dividir la figura correspondiente en porciones cada vez mas pequefias y
cuya area se aproxima por la de un poligono fue ya usada por Kepler. Por ejemplo, para calcular el
area un circulo de esta manera se divide en porciones que se pueden aproximar por triangulos cuya
altura esta tanto mas proxima al radio del circulo cuanto mas pequefia es su base. Sumando el area
de estos triangulos obtenemos una aproximacién a la superficie del circulo, aproximacién que
mejorara si la base de los triangulos disminuye, como se muestra en las figuras siguientes.

Cuando los tridngulos sean “infinitamente estrechos” obtendremos exactamente el area del circulo.
Un procedimiento no muy alejado de éste es el que permite llegar al concepto de integral definida.

Consideremos el siguiente problema de calculo de areas: dada una funcion continua positiva en [a,b],
se trata de determinar el area de la region limitada por el eje horizontal, las rectas verticales x=a y x=b
y la grafica que la funcion define en el intervalo [a,b]. La continuidad en los extremos del intervalo se
entiende en sentido lateral: en a por la derecha y en b por la izquierda.

En un primer momento, se puede simplificar el problema dividiendo esta region en franjas como se
muestra en la figura de la izquierda y aproximando el area de cada una de ellas por la de un
rectangulo (figura de la derecha) construido tomando como base la porcién del intervalo [a,b]
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correspondiente y como altura el valor de la funcién f en un punto arbitrario de su base (en la figura
se ha tomado el extremo derecho de la base). La suma de las areas de los rectangulos aproxima el
area comprendida debajo de la grafica de f que queremos calcular.

Se observa que cuanto mayor es el nimero de rectangulos considerados, es decir, cuanto menor es
la base de los rectangulos, mejor es la aproximacién que obtendremos al area comprendida entre fy
el eje. Este hecho se ilustra en las figuras que aparecen a continuacion.

3 3 Z 3 ZZ

En el limite, cuando las bases sean infinitamente pequefias (se reduzcan a un punto), la suma de las
areas de los rectangulos correspondientes nos daran de forma exacta el area de la superficie
considerada. Esta suma limite es precisamente lo que llamaremos integral de f en [a,b].

Formalicemos ahora las ideas anteriores. Comenzamos definiendo el concepto de particion:

Definicién Una particion de un intervalo [a,b] es una coleccion finita de puntos { ti}inzo de [a,b] tales
que
a=t,<t, < <t ,<t,=b.

A los puntos de la particibn les denominaremos nodos. Cada particién define una coleccién de
subintervalos [t.4, t] i=1,...n en [a,b] cuya longitud viene dada por t =t — t.;. Cuando esta longitud
sea la misma para todos los subintervalos diremos que la particiéon es regular. Luego en una particion
regular los nodos estan igualmente espaciados y

D[i:E’ |:]_, n.
n

Si para cada subintervalo de la particion se elige un punto arbitrario X, es decir,XiT [ti_l,ti]

entonces la suma
n

FO - t) = Fx)D,

i=1 i=1
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que se conoce como suma de Riemann de f asociada a la particién, representa la suma de las areas
de los rectangulos que tienen por base el subintervalo correspondiente y altura f(x;). El valor de la
suma de Riemann depende del x; elegido. Asi, si x; es el punto donde f alcanza el maximo en el
subintervalo [t.s, t] para i=1,...,n entonces la suma correspondiente se denomina suma superior de
Riemann, mientras que si en x; se alcanza el minimo, la suma se conoce como suma inferior de
Riemann.

Consideremos particiones regulares, entonces si la funcion f es continua los limites de las sumas de
Riemann cuando n tiende a infinito existen y son iguales sea cual sea el punto x; elegido en cada
subintervalo. Justamente este limite nos da el area de la regién considerada

Area = |im f(x)Dt

ne®¥ .4

Para el caso mas general en el que la funcion continua no es positiva se definen de forma analoga las
sumas de Riemann. También en este caso se puede demostrar que sus limites existen y toman el
mismo valor, valor que se utiliza para definir la integral de la funcion en el intervalo [a,b].

Definicion Dada una funcion continua f en el intervalo [a,b], la integral de Riemann de f en el intervalo
b

[a,b] se denota por  f (X)dX y se define como

a
b

f(x)dx=1lim f(x)D
ne®¥ .

a i=1

La funcion f se denomina integrando, los puntos a y b se conocen como extremos de integracion
inferior y superior, respectivamente y el simbolo , que es una S alargada y fue introducido por
Leibniz, se denomina signo integral.

Ejemplo
Consideremos la funcion f(x)=x definida en el intervalo [0,1] .

| . . . . .
Tomemos los nodos t, =—, | = 0,1, ,n igualmente espaciados. La longitud de los subintervalos
n

determinados por esta particion es 1/n . Las sumas de Riemann de f asociadas a la particion son

f(x)Dt = Xi1 con x 1 —L
i=1 i=1 n n n

La suma superior de Riemann se consigue tomando X, =—, ya que la funcion f es estrictamente
n

creciente y por lo tanto alcanza el maximo en cada subintervalo en el extremo superior de éste. Se
tiene

. njp1o1 0", 1 n(n+1
sumasuperior=  ——=— | = ———>.
Lnhn n° 4 n 2

Utilizando este resultado calculamos ahoralaintegral def
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Ejemplo con Maple

El comando de Maple RiemannSum permite obtener sumas de Riemann de una funcion asociadas a
particiones regulares. Este comando admite distintas posibilidades para la eleccion del punto de
evaluacion de la funcion, que se especifica en el tercer argumento del comando. En el ejemplo que
presentamos hemos seleccionado x;como el punto medio de los subintervalos.

El comando RiemannSum se encuentra en el paquete Student[Calculusl] y basicamente su
sintaxis admite las tres posibilidades siguientes:

RiemannSum(f(x), x = a..b, method = midpoint, opts)
RiemannSum(f(x), a..b, method = midpoint, opts)
RiemannSum(Int(f(x), X = a..b), method = midpoint, opts)

donde opts hace referencia a distintas opciones alguna de las cuales mencionamos a continuacion.

En la imagen se pueden ver algunas variantes del comando con sus salidas:

£ Untitled (2) - [Server 1] ) =10] x|
[> restart: ﬂ

[ with({Student [Calculusl]):

> BRiemannSumi{sin(x}), x=0..5, method = midpoint, output=sum,
partition=8) ;

9
5 _ [5;@ 5]
- Z sin|l —+
] 4 16

L i=0

[> BiemannSumi{sin{x), x=0.0..5.0, method = midpoint) ;

i 07238544375

[ RiemannSumi{sin{x), x=0..5, method = midpoint, output = plot,

partition=5) ;

An Approximation of the Integral of
fix) = sin(x)
on the Interval [0, 5]
Using a Midpoint Riermann Sum
Approximate Yalue: 7163378145

14 \
051
| ¥
S T T . -
Y %
05
214
Area: 7470793233 d |
Proyecto e-Math 6
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para obtener la suma de forma simbdlica afiadimos la opcién output a la que damos el valor
sum;

la aproximacién numérica al valor de la suma se consigue escribiendo los extremos del
intervalo en coma flotante sin especificar ninguna opcion;

si se quiere obtener la gréafica correspondiente basta con hacer output=plot;

el nimero de puntos de la particion se puede variar con la opcién partition, por defecto la
particion utilizada tiene 10 nodos.

Otras posibilidades para el valor de la opcion method son: left (evalta la funciéon en el extremo
inferior de los subintervalos), right (utiliza el extremo superior), upper (calcula la suma superior de
Riemann), lower (calcula la suma inferior de Riemann).

En la imagen siguiente hemos conseguido las sumas de Riemann asociadas a una particién de n
nodos correspondientes a los valores midpoint, left y right para method. Para cada una de ellas
hemos calculado su limite cuando n tiende a infinito utilizando el comando limit. Obsérvese que los
tres limites coinciden y son precisamente el valor de la integral de la funcion sen(x) en el intervalo
[0,5].

4% imagenl.mws - [Server 1] . ;lglﬂ
[> a:=RiemannSum{sin{x), x=0.0..5.0, method = midpoint, partition=n):; ;I
limit{a,n=infinitv):;
1
n—1 5.0 +5
50| 2. sin| ————
#
g O]
a Lm o)
»
L 07163378145
[ Eb: =RiemannSum{sin{x), x=0.0..5.0, method = left, partition=n)
limit{h, n=infinitv):;
n-1
504
50 2. sin[ J
#
i=0
b=
#
i 07163373145 _|
[>= c:=RiemannSum({sin{x), x=0.0..5.0, method = right, partition=n);
limit{c,n=infinity);
»
503
50| 2, sin( ]
#
=l
C —
#
07163373145 ;'

Pasamos ahora a introducir los conceptos de funcién primitiva e integral indefinida. Para ello
utilizaremos un resultado conocido como Teorema fundamental del Célculo

Teorema fundamental del Célculo Dado una funcion f continua en un intervalo [a,b], para x en [a,b]
se define la funcion

F()= f(t)adt
a
entonces la funcién F es derivable en [a,b] y
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F'(x)=f(x) para xI [a,b]

donde la derivada en a 'y b se entiende en sentido lateral.

Definicién Se denomina primitiva de f a cualquier funcién F que verifica F' = f

Es evidente que si F es una primitiva de f entonces F+c, donde c es una constante cualquiera, es
también una primitiva de f. El simbolo

f(x)dx 6 f

significa “una primitiva de f* o mas precisamente denota “el conjunto de todas las primitivas de f* y se
denomina integral indefinida de f.

Ejemplo
Dada la funcion f(x) =k donde k es una constante real, una primitiva de f es la funcién F(x)=kx.

La relacion entre la integral definida y cualquier primitiva de una funcion dada se establece a través
del resultado conocido como Regla de Barrow que enunciamos a continuacion

Regla de Barrow Dada una funcién f continua, si F es una primitiva de f en [a,b] entonces
b

f (x)dx = F(b) - F(a)

a
Este resultado permite calcular integrales definidas de funciones a partir de una de sus primitivas.
Ejemplo con Maple

El comando int permite calcular tanto primitivas de funciones como integrales definidas. En las
imagenes siguientes ilustramos la sencilla sintaxis de este comando.

# Untitled {4) - [Server 1] =10 5||
(> g:=x-rexp(-x"2); & Untitled (3) - [Server 1] -|0OJ x|
y [> restart: =

_ g::x_}eli_x ) [ fr=x->1/(x"2+1); [
[ int{exp(-x™2)  x); 1

i R T 3

—\Eerf(xj i xr+1
i 2 (> int (£{x),x);

> int(g{x),x=0..1);

L arctan(x )
1 r : i ]
—Erﬂljﬁ > int(fi{x) ,x=0..1);
I 2 T
[ evalf(x); I .
L 0 746R2413320
[> int({ exp(-x"2)*1n(x), x );
2
(—x)
e In{x) dx
- -
Proyecto e-Math 8
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En el recuadro pequefio, el segundo comando define la funcion f(X) = 1 el tercer comando

2
X+
halla una primitiva de f y finalmente con el cuarto comando se calcula la integral de f en el intervalo
[0,1] en aritmética exacta.

En el recuadro grande se define la funciéon g(x)= € < y se calcula, primero, una primitiva y después
su integral entre 0 y 1 en aritmética exacta. Nétese que el primer argumento del comando int puede
ser g(x) o directamente la expresion que define g(x). La instruccion evalf(%) evalGa la expresion
inmediatamente anterior (en ejecucion) obteniendo una aproximacion en coma flotante con 10 digitos

2
significativos. Finalmente intentamos conseguir una primitiva de € * In(X) .

En los resultados de los célculos ejecutados en la ventana grande, observamos que Maple da una

- 2 ’ . . .7 .
primitiva de la funcién € * en términos de erf(x) conocida como funcién de error, que se define
X

2
como erf(x) :T e " dt (esta primitiva no es una funcién elemental). Sin embargo, con el
P o

manipulador si es posible obtener una aproximaciéon numérica a una integral definida de la funcién
anterior. Lo hemos hecho, en este caso, utilizando el comando evalf. Finalmente, al intentar calcular

- 2 . . .
una primitiva de la funcion € * In(X) nos devuelve la integral indicada puesto que tampoco esta
primitiva es elemental.

Propiedades de la integral
En esta seccidn vemos las propiedades fundamentales de la integral:

1. Aditividad respecto al intervalo de integracién
Si a<c<b

b b

f (x)dx =c f(x)dx+ f(x)dx

a a Cc

2. Linealidad respecto al integrando

b b b
2a. (f+g)(x)dx= f(x)dx+ g(x)dx
: ) a a
2b. cf(X)dx=c f(X)dx donde c es una constante real cualquiera

3. Monotonia

Si f(x) £ g(x) para todo xI [a,b], entonces
b b

f(X)dx £ g(x)dx
a a
4. Acotacion
Si my M son constantes tales que m £ f(x) £ M para cualquier xI [a,b] entonces
b

mb- a) £ f(X)dxEM(b- a)

5. Valor medio
b

f (x)dx= f (x)(b- a) paraalginx1 [a,b]

a

Proyecto e-Math 9
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La primera propiedad permite extender el concepto de integral para funciones continuas a trozos en
un intervalo [a,b]. Recordamos que las funciones continuas a trozos en [a,b] son aquellas que
presentan un nimero finito de discontinuidades de primera especie en [a,b]. De esta forma si f tiene
discontinuidades de primera especie en los puntos c;,cy,...,cy  S€ define la integral de f en [a,b] como

b C Cy b
f(x)dx= f(x)dx+ f(x)dx+ + f(x)dx

a a [ [

CALCULO DE INTEGRALES

Métodos de integracion

Bajo la expresion “Métodos de integracion” se engloban una serie de técnicas disefiadas con el fin de
obtener el conjunto de primitivas (o integral indefinida) de una funcién dada. Desde un punto de vista
estricto se trata de “antiderivar” una funcion pero el uso de la palabra “integracién” esta justificado por
la importancia que las primitivas juegan a través de la Regla de Barrow. A diferencia de la derivacion,
donde basta conocer unas pocas reglas elementales, la integracion dista mucho de ser una tarea
mecanica. El lector no debe perder de vista que el calculo de primitivas es un auténtico arte en el que
no hay reglas fijas y si una gran dosis de intuicién e imaginacion, desarrollable so6lo a través de la
practica y el ejercicio constante. A continuacion comentaremos los métodos de integracién de
aplicacion mas general, enunciando brevemente su fundamento teérico. Cada método se ilustrara con
un ejemplo completamente desarrollado que, ademas, servira para introducir las técnicas de trabajo
basicas del manipulador simbélico Maple.

El primer conjunto de reglas de integracion se obtiene sin mas que “leer” de derecha a izquierda las
expresiones que proporcionan las derivadas de las funciones elementales. La pantalla de Maple que
aparece a continuacion ilustra, sobre dos casos simples, como operan los comandos diff e int para el
célculo de derivadas e integrales respectivamente.

<% Untitled {1) - [Server 1] ;IEIEI
> diff(x"3/3, x); A
2
I x
[ = int{x"2, x):
3
X
I g
[> diff({sin(x), x):
I cos(x)
[ > int({cos(x), x):; -
I s x ) =|

Notese que los comandos diff e int operan esencialmente como inverso uno del otro. No obstante
hay que tener presente que int genera una Unica primitiva, es decir no afiade por si mismo la
constante de integracion.

Proyecto e-Math 10
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Operando como se ha indicado anteriormente se construye la siguiente tabla que recoge las
integrales conocidas como inmediatas:

xdx = > +C,nt -1 1dx:In|x|+C egdx=¢e+C a'dx=2_+C a>0,al1l
n+l X Ina
1
cosxdx =senx+C senxdx = - cosx+C ;- dx=tgx+C —dx=-cotx+C
cos’ x sen’x
1
coshxdx = senhx +C senhxdx = coshx+C ;- dx=tghx+C 5—dx=- cothx+C
cosh® x senh“x
4—£—dx-waﬂw+c 4—£—dx-ag&mm+c e dx=arctgx+C 1 dx =argtghx+C
1- X NED'S 1+x° 1- %

Naturalmente, en la mayor parte de los casos la integral que se debe calcular no es inmediata. Los
siguientes métodos de integracion tratan, precisamente, de transformar y/o descomponer la funcion
integrando en expresiones facilmente reconocibles como integrales inmediatas.

1. INTEGRACION POR DESCOMPOSICION: Es consecuencia directa de la linealidad de la integral
[af () + bg(]dx=a f(x)dx+ b g(x)dx

Ejemplo
Calcular (3Vx - 5&* + 2sen x)dx

En este caso el método de descomposicion permite transformar la integral pedida en una
combinacidn lineal de tres integrales que ya son inmediatas

3
(3Vx - 5" +2senX)dx =3 /xdx- 5 €*dx+2 senxdx = 2x2 - 5e* - 2cosx+C

La siguiente figura muestra el calculo realizado usando Maple

<2 Untitled {1} - [Server 1] _|_|- O EI
[ F:= Int(3*sqrti{x)-h*exp(x)+2*sin(x), x): ;l

F:=J3«f;—5ex+2sm(xjdx

> G:= expand(F)
G::BJ xdx—ﬁjexdx+2jsm(x]dx
:> F = value{G)+C;

JEﬁIx—59x+Esm(x]dx:2x —S5e" —2cos(x)+C
I hd

Nétese, en la primera linea, la utilizacion del comando Int que proporciona una expresiéon no evaluada
de la integral. A continuacion hemos utilizado el comando expand para realizar la descomposicion de
la integral. En la Ultima expresion se utiliza value para escribir explicitamente el valor de cada una de
las integrales que habiamos obtenido en la linea anterior.

2. INTEGRACION POR PARTES: Se basa en la férmula de derivacion de un producto. Si uy v son
dos funciones con derivadas continuas se tiene

Proyecto e-Math 11
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u(x)v'(x)dx = u(x)v(x) - u'(x)v(x)dx

En la préactica, el problema se reduce a decidir qué parte de la integral jugara el papel de u(x).

Ejemplo
Calcular Inxdx
En este caso la eleccién obvia es In(x) = u(x). Los calculos suelen organizarse de la siguiente manera

In(x) =u %:du
X

In(x)dx = =In(x)x - xd—;(:In(x)x- x+C

dx=dv x=v

Cuando se utiliza Maple, el comando que realiza la integracion por partes es intparts. La siguiente
figura ilustra el calculo de la integral anterior dentro de una sesién de Maple. El primer comando carga
el paquete student, necesario para utilizar la instruccién de intparts. A continuacién se define,
utilizando la forma inerte Int, la integral que deseamos calcular. El tercer comando es el que realiza
la integracion por partes propiamente dicha. Notese que intparts usa dos argumentos: la integral que
estamos calculando y la parte que hemos seleccionado como u. El cuarto comando selecciona el
segundo operando de la expresion G, es decir la parte que aln queda por integrar. Para finalizar, la
ultima linea presenta el resultado del calculo completo, escribiendo explicitamente la integral original,
el primer operando de la expresion G y la integral H ya evaluada a través del comando value.

<% Untitled {13 - [Server 1] __|I:I|£|
[> with(student): i’
[> F:= Int{ln{x), x);

Fo= j]n(x) dx
-} G:= intparts(F, In(x})):

F=lnix)x— jl cdx

:} H:= op(2, G);

H= —jl @x
-} F = op(l,G) + walue{(H) + C;

In(x)dx=ln(x)x — x+C
- jxx XX —X ;I

3. INTEGRACION POR SUSTITUCION (CAMBIO DE VARIABLE) Si f y la derivada de j son
continuas entonces

F(yax=| ¢ Y '(t)dtJt:j_l(x)
Ejemplo:
Calcular tgxdx

Para calcular esta integral tendremos en cuenta que la tangente es el cociente entre el seno y el
coseno, lo que nos permitird utilizar el cambio cos(x)=t (o, lo que es lo mismo, x =arccos(t))

Proyecto e-Math 12
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cosx =t 1
senxdx: = -;dt:-lnt+C:-Incosx+C

tgxdx =
COSX - senxdx = dt

El manipulador simbdlico Maple implementa el método de sustitucion por medio del comando
changevar. A continuacion se muestra coémo se realizan los célculos por medio de este programa. El
primer comando carga el paquete student en el que se encuentra definido changevar. El segundo
define la integral F, en la cual estamos interesados. A continuacion introducimos una variable
temporal G en la que iremos guardando las manipulaciones que efectuemos a partir de la integral
original. De entrada usamos el comando convert, con su segundo argumento igual a sincos, para
reescribir la expresion original en términos de senos y cosenos. En la cuarta expresion efectuamos el
cambio de variable, lo que nos proporciona una integral inmediata que es evaluada, usando value, en
la quinta instruccién. La ultima linea presenta el resultado obtenido al efectuar la integracion.

<% Untitled {1} - [Server 1] ;IEIEI
[> with(student): [
[> F:= Int{tan{x), x):
Fo= jtan(x) adx
:} G:= convert(F, sincos);
sl x
o [ B
cosfx)

> G:= changevar({cos{x)=t, G);

1
0= |——d
] [
» G:= walue(G);

F=-In(t)
> F = subsi{t= arcos{x), G)+C;

_ jtan(x)dxz—h(arcos(x)]+£’ 1

Aparte de los métodos generales de integracion expuestos anteriormente existen multitud de
procedimientos desarrollados para casos mas concretos. De entre ellos merece la pena destacar el
siguiente, por la elevada frecuencia con que se utiliza en la practica:

INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

P(X)

Una funcion racional es un cociente de dos polinomios f(X) = m La integracién de este tipo de

X
funciones se basa en que toda funcion racional propia (grado del denominador mayor que el del
numerador) se puede descomponer en suma de fracciones “irreducibles”. La descomposicion se
realiza del siguiente modo

1. Acadaraizreal r de Q(X) con multiplicidad m le corresponden m fracciones de la forma

A A An

X-1 (x-1)?" 7 (x-r)"

Proyecto e-Math 13
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2. A cada par de raices complejas axibde Q(X) con multiplicidad m le corresponden m
fracciones de la forma

Cx+D, C,x+D, C.x+D,
(x- @)2+b*|(x- a)2 +b?[ " |(x- &)® +Db’

Los coeficientes que aparecen en el numerador de las fracciones simples se obtienen por
identificacion con la funcién racional original. Por otro lado las integrales de los distintos tipos de
fracciones simples vienen dadas por las siguientes expresiones

1.- idx:AIn|x- r|+C,

X- T
. S - A .c
(x-r)" (n-D(x-r)"
3.- —CXJ;D 2dx:EIn[(x- a)2+b2]+Ca+Darcth_ aic,
(x- a“+b 2 b
4 X*D = - C +(Ca+D) dx

CJx-arep ] 2n- px- a2 + b7 [x- a)? +b2]

y esta Ultima integral, que denotaremos por | _, se puede calcular utilizando las siguientes

formulas de reduccion

n?

X- a 2n- 3
In = n-1 + 2 n-1
2(n- Db?|(x- a)2+b2"*  2(n- Db
l :%arctg X"a.,c

Sefialemos que, en la préactica, la descomposicion en fracciones simples constituye el mayor
obstaculo para la obtencion de la integral.
Ejemplo:
3x% - 12x* +13x- 7
x* - 4x° +5x% - 4x+4

Calcular

Es facil comprobar que el denominador se puede factorizar en la forma (X - 2)%(x? +1), de lo que se

deduce que la raiz real 2 es doble mientras que el par de raices complejo conjugadas *i tiene
multiplicidad uno. De acuerdo con lo explicado anteriormente el integrando se puede descomponer
como sigue

3X-12x° +13x-7 _ A ,_ B Cx+D
X*- 4x®+5x* - 4x+4  x-2 (x-2)° x*+1

Reduciendo el segundo miembro a comun denominador e identificando el numerador obtenido con el
que aparece a la izquierda del signo igual, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

A+C=3 A=1
- 2A+B-4C+D=-12 =-1
A+4C- 4D =13 C=2
-2A+B+4D=-7 =-1

Usando la descomposicion asi obtenida podemos calcular la integral buscada:

Proyecto e-Math 14
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3x° - 12x* +13x- 7 o = dx dx . 2x-1. _
x* - 4x® +5x% - 4x+4 X-2 (x-2? x*+1

=In|x- 2|+i2+ln|x2 +1|- arctgx+C

En la siguiente figura reproducimos los célculos dentro del entorno que proporciona el manipulador
simbolico Maple.

&% Untitled (1) - [Server 1] =10] x|
[> with({student): [
[ Fi= |

Int ({(3*x"3-12%x"2+13%x-7)/(x"d-4*x"3+5*x"2-4%x+4) ,x) ;

30 —122° + 1357

x4—4x3+5x2—4x+4

:} frac simples:= convert(integrand(F), parfrac, x);

1 1 =] ey
Jrac_simples = - +

¥ et 5%y

:} G:= Int(frac simples, x);

1 1 -1+2=x
= - + ax

(x= 27 x2+1 x2+1
:> F = value(G)+C;

550 _gend pame o

4 2 > ax = 2+]n(x2+1]—ar|:tan(xj+]n(x—2)+C
e R R T

=

En primer lugar cargamos el paquete student que en este caso es necesario para poder utilizar mas
adelante el comando integrand. Inmediatamente después hemos definido la integral objeto de
nuestro calculo. El paso correspondiente a la descomposicién en fracciones simples lo realiza el
comando convert, al cual hay que pasarle los siguientes argumentos:

1. La funcion racional que queremos descomponer. En nuestro caso lo hacemos seleccionando el
integrando de F empleando la funcién integrand del paquete student.

2. El tipo de conversion que deseamos realizar sobre la expresion dada en el primer argumento.
Para obtener la descomposicién en fracciones simples debe usarse parfrac.

3. Lavariable independiente, en este caso “x”".
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El resto de los pasos lo constituyen manipulaciones sencillas: definimos la expresion auxiliar G como
la integral de la expresion ya descompuesta en fracciones simples y a continuacion usamos el
comando expand para descomponer la integral en suma de integrales. Por ultimo escribimos el
resultado de la integracion empleando por un lado la expresion no evaluada F y por otro forzamos la
evaluacién de G por medio de value ademas de afiadir la correspondiente constante de integracion.

Antes de finalizar esta seccién hay que sefalar que la potencia del programa Maple para la
integraciéon simbdlica le permite, en realidad, resolver cualquiera de las integrales propuestas a lo
largo de esta seccion usando simplemente el comando int, como ilustra la siguiente figura.

Untitled {1} - [Server 1] _I_l- O El
> o Aint {(3*x"I-12%x"2+13F3%x-T) {x"Ad-4%x"F+H*x"2-A%x+4) N ﬂ

x_z+]n(x2+1]—ar|::tan(xj+]n(x—2) =

No obstante, nuestro interés ha sido ilustrar las capacidades de Maple para la manipulacién de
expresiones, tomando como base el calculo de integrales. La flexibilidad y la potencia de calculo de
este manipulador posibilita la reproduccion de los razonamientos realizados “sobre el papel” de una
manera comoda, rapida y eficaz permitiendo que el alumno se concentre sobre el fondo del problema.
Se evitan de esta forma las distracciones inevitablemente asociadas a los largos calculos rutinarios
que deben realizarse de forma auxiliar cuando se trabaja “a mano”. Todo lo anterior nos ha permitido
introducir la sintaxis elemental de varios comandos basicos de Maple. El lector interesado puede
consultar la excelente ayuda que ofrece el propio programa para indagar acerca de las posibilidades
mas avanzadas que ofrece cada instruccion. A modo de ejemplo podemos decir que una sencilla
modificacién en la llamada de la funcién int (ver Regla de Barrow) permite calcular integrales
definidas: basta con afiadir los extremos de integracion a la lista de argumentos tal y como muestra la
siguiente figura.

% Untitled (1) - [Server 1] _|_|- O EI
> Intf{sin(x)"2, x=0..2%Pi)=int({sin(x)"2, x=0..2%Pi)+C; ;l
27

S el -
: &

Concluimos este apartado dedicado a los métodos de integracion sefialando que a menudo es
necesario usar varias técnicas combinandolas hasta obtener una expresion reconocible como integral
inmediata. Finalmente, hay multitud de casos en los que las funciones no tienen una primitiva
expresable en términos de funciones elementales lo que hace necesario el desarrollo de técnicas
numeéricas para el calculo de integrales definidas.

Integracion aproximada

Aunque, como hemos mencionado al principio del bloque, toda funcién continua es integrable esto no
quiere decir que se pueda encontrar una expresion para su primitiva en términos de las funciones
elementales. Las funciones elementales son las funciones polindbmicas, racionales, potenciales,
exponenciales, trigonométricas, sus inversas y todas aquellas que se pueden generar a partir de las
anteriores mediante las operaciones sobre funciones. Un ejemplo sencillo de esta situacion la
tenemos en la integral

2

e* dx
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cuyo integrando es continuo pero para la que se ha probado que no es una funcion elemental. En
este caso no es posible encontrar el valor exacto de la integral en cualquier intervalo. Pero existen
también otras situaciones en las que tampoco es posible la integracion exacta. Piénsese, por ejemplo,
en los casos en los que la funcion integrando se determina experimentalmente.

Para solventar este problema se pueden utilizar técnicas de aproximacion numérica. Una primera
idea para el desarrollo de las mismas surge de la definicién de integral puesto que de ella se deduce
que cualquier suma de Riemann se puede considerar una aproximacion al valor de la integral.

Otro enfoque para realizar la integracion numeérica consiste en sustituir la funcién del integrando por
otra mas sencilla que la aproxime de alguna manera y de la cual se conozca una primitiva. Se toma
entonces como valor de la integral de partida el de la integral de la funciébn aproximante, aunque no
hay que perder de vista el hecho de que este proceso conlleva un error. Las formulas de integracion
numérica que vamos a estudiar en esta seccién se consiguen utilizando polinomios cuyo valor
coincide con el de la funcion del integrando en un ndmero de puntos igual a su grado mas 1. Estos
puntos se denominan nodos de integracion y los tomaremos igualmente espaciados dentro del
intervalo de integracion.

Veamos mas en detalle algunas férmulas de integracion numérica que se obtienen con esta técnica
para los casos en que se utilicen polinomios de grado 0 y un solo nodo (regla del punto medio), de
grado 1y dos nodos (regla del trapecio) y grado 2 con tres nodos (regla de Simpson).

En el caso mas sencillo en el que sélo hay un nodo, tomamos éste como el punto medio del intervalo
[a,b], es decir el punto a+(b-a)/2=(a+b)/2. El polinomio de grado 0 que coincide con f en ese punto es
la funcion constante P(x)= f((a+b)/2). Integrando P(x) en [a,b] obtenemos

b

P(x)dx = b f(%b)dxz f(%b)x - f(%b)(b- a).

a

La férmula de integracion numérica resultante es

Regla del punto medio

b f(x)dx» (b- ) f(%b)

a

Cuando la funcién f es positiva esta formula aproxima el area comprendida debajo de la gréafica de f
por el area del rectangulo cuya base es el intervalo [a,b] y su altura es f((a+b)/2) segln se muestra
en la figura siguiente

F 3
f(bray |..
g f’/—-—"—-———
a JLEL+2 b
Area de rectangulo = (b-a) f(bzia)
Proyecto e-Math 17
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Ejemplo

2
Para f(X)=€* laférmula del punto medio da la siguiente aproximacion a la integral en [0,1]
o 1 L
e*dx» (1- 0)e* =e*
0

Consideremos ahora el caso en que se utilizan dos nodos de integraciéon. Elegimos estos nodos como
los extremos del intervalo. Geométricamente el polinomio de grado 1 que toma los mismos valores
que fen ay b es una recta que pasa por los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)) y tiene por ecuacion

x-a_ y- f(a)
b-a f(b)- f(a)

El polinomio buscado es por tanto

24t

P(X) = (f(b)- f(a»;‘

Integrando P(x)

P(X)dx = (—f(bt)): ;(a) (x- @)+ f(a)dx = f(bt)): ;(a) (X'Za) + f (@)X =b'—2a(f(a)+ f (b))

a a a

Y tenemos la siguiente férmula de aproximacion conocida como regla del trapecio

Regla del trapecio

b
b-a
f (X)dx
() » 5

(f(a)+ f(b)

a

Cuando la funcion f es positiva, notese que la formula obtenida no es mas que la férmula del area del
trapecio que tiene por lados el segmento de eje x entre a 'y b, los segmentos de las rectas verticales
x=a y x=b comprendidos entre 0 y f(a) y 0 y f(b), respectivamente, y el segmento de la

x-a_ y- f(a)
b-a f(b)- f(a)

figura siguiente

recta con extremos en los puntos (a,f(@) ) y (b,f(b)), segin se muestra en la

fla) |

f(b)

a b
Area de trapecio= (f(a)+f(b)) b_-2a
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Ejemplo
Para f(X) = ex2 la férmula del trapecio da la siguiente aproximacion a la integral en [0,1]
1
e dx » (1- 0
o 2
Finalmente tomemos ahora como nodos los extremos del intervalo a y b junto con el punto medio del
mismo (a+b)/2. El polinomio buscado es de grado 2, P(X) =ax®+ bx+g, y graficamente se

representa como una curva parabélica que pasa por los puntos (a,f(a)), ((a+b)/2, f((a+b)/2) y (b,f(b)).
Si integramos P(x)

(@ +e) =20+

b b 3 2 b 3_ .3 2 2
P(x)dx = (ax2+bx+g)dx:a%+bx?+g< =a” 3a i b2 2a +g(b- a)

a a
Como P(a)=f(a), P((a+b)/2)=f((a+b)/2) y P(b)=f(b) tenemos las siguientes igualdades

2 Rrg= 100, ab v tbrg= ()

aa’ + ba+g = f(a), a(a;b)z +b

que nos permiten eliminar a, by g para obtener la igualdad

1b-a

b
P(x)dx ==——
(gax=——

a

(f(a)+4f(a—J2rb)+ f(b).

La férmula de integracion numérica obtenida finalmente es

Regla de Simpson

> 1b- a a+b
f (X)dx » 57(f(a)+4f(7)+ f (b))

a

Cuando la funcion f es positiva, esta formula aproxima el area de la region limitada por f mediante el
area de la region limitada por la parabola que da el polinomio P(x) como se ve en la figura

F 3

v

b

Area debajo de la parabola = (f(a:1)+f(b)+4f(b%))b—éa
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Ejemplo

Para f(X) = ex2 la regla de Simpson da la siguiente aproximacion a la integral en [0,1]
1 1 1
11-0 v 1 o
e dx » 5(7) (€% +4e* +e') = E(1+ de* +e)

0

Aumentando el nimero de nodos se pueden conseguir formulas mas complicadas. En general las
férmulas asi obtenidas se denominan formulas de Newton-Cotes y son casos particulares de las
llamadas férmulas de cuadratura:

Definicion Una férmula de cuadratura o integracién numérica basada en los nodos Xg,X1,...,X, €S Una
expresion del tipo

n
a,f(x)
i=0
donde j, i=0,...,n son constantes que se conocen como coeficientes de cuadratura.

Una formula de cuadratura se dice que tiene grado de precisidon k si integra exactamente los
polinomios de grado menor o igual que k. Las férmulas de Newton-Cotes tienen grado de precisién
mayor o igual que su nimero de nodos menos uno.

Como se puede observar en las figuras de esta seccion, el error que se comete al aproximar la
integral de una funcibn mediante las férmulas que hemos deducido anteriormente es bastante
apreciable. Para disminuir este error cabe la posibilidad de dividir el dominio de integracion en
subintervalos (dando una particién del mismo) y en cada uno de estos subintervalos aplicar la férmula
correspondiente. Este proceso lleva a las férmulas de cuadratura compuestas que vemos a
continuacion.

Dado el intervalo [a,b] consideremos una particion regular del mismo que lo divida en n subintervalos
[ti.s,t], i=1,...,n. En cada uno de ellos aplicamos la regla del punto medio para aproximar la integral
correspondiente, es decir

t

'umm»@-qgul%ﬂy

Gy

Sillamamos h=t, - t. , = (b-2) entonces para la integral total tendremos
n
b n ot N N
t +t, t +t.
f(X)dx = f(Qdx» (t -t )f(—=2L)=h f(-—-1)
a i=1¢, i=1 2 i=1 2

que es la regla del punto medio compuesta. Nétese que esta férmula coincide con la suma de
Riemann de f en la que la funcién se evalla en el punto medio de los subintervalos determinados por
la particion. De esta manera hemos recuperado la forma de aproximacién que mencionamos al
principio de la seccion pero obtenida desde un punto de vista diferente.

Si ahora consideramos la formula del trapecio para aproximar las integrales en los subintervalos
tenemos

b n n
f(x)dx = f (x)dx »

a i=lt i=1

D+ D=0 T@+2 1)+ 10

i=1

que es la regla del trapecio compuesta.

Finalmente obtenemos la regla de Simpson compuesta. Como
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tf(x)dx»— f(t )+ 41‘('1 ')+f(t)

Gy

sumando estas aproximacion obtenemos

F (x)dx »gf(a)+2_n_lf(ti)+4_ ('l by r ) |

a i=1 i=1

Ejemplos con Maple

En el paquete Student[Calculusl] de Maple esta el comando Approximatelnt que permite obtener
las férmulas de cuadratura compuestas que acabamos de estudiar. La sintaxis de este comando es
muy parecido al de RiemannSum que vimos en la primera seccion.

En la hoja de trabajo siguiente aparece la instruccion

Approximatelnt (In(x), x = 1..3, method = trapezoid);

cuya salida es la formula compuesta del trapecio (desarrollada) en la que se han utilizado 10
subintervalos. Para obtener una expresion mas compacta de esta férmula utilizamos la opcion output
con valor sum. Si se quiere el valor numérico de la formula basta dar los extremos de integracion en
coma flotante y finalmente con la opcion partition se puede cambiar el nimero de subintervalos
utilizados

<% Untitled {2) - [Server 1] ;IEIEI
[> restart: ﬂ

[} with(Student [Calculusl]):
[ ApproximateInt{ln{x), x=1..3, method = trape=zoid):

&1 1 /7Yy 1 8y 1 (9% 1 1 11y 1 {12y 1 (13} 1 (14
Sl St 2] Ll 2 Ty ) 2 L ) L 2
i A R (¥ S T S D RD 5N 5005 7l T

1
5

> ApproximateInt {(In{x), x=1..3, method = trape=zoid,

1
F—=n(3
o)

output=sum}) ;

]
i i=0
[ > approximateInt(ln{x), x=1.0..3.0, method = trapezoid):
ApproximateInt {(In{x), x=1.0..3.0, method = trapezoid,
output=sum}) ;
1293618874
9
0. 1000000000 Z {In{ 1.0 402000000000 £ + In{ 1.200000000 + 02000000000 73
i i=1
[ = ApproximateInt(ln{x), x=1..3, method = trape=zoid,
partition=4)
1 (3 1 1 (5 1
ol o[+ T2+ Tl o |+ In3)
2 A2 2 2 W27 4 -]
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La opciébn method admite otros valores: midpoint y simpson generan las férmulas de cuadratura
compuesta del punto medio y de Simpson, respectivamente. De forma mas genérica se puede utilizar
el valor newtoncotes[n] donde n+1 es el niumero de nodos de la férmula base de Newton-Cotes (que
tiene entre sus nodos a los extremos del subintervalo) que se utiliza para generar la formula
compuesta que usa el comando.

En la imagen vemos como la férmula de Simpson se puede generar indistintamente con los valores
simpson o newtoncotes[2] para la opcidon method

<% Untitled (6) - [Server 1] _|_|- O El
[> ApproximateInt({sin({x), x=0..1, method = newtoncotes[2], I ;l
output = sum);
G
1 S I 1 g 1
= Z s — |+ d s —+— |+ —+—
&0 10 10 20 10 10 _|
B ApproximateInt (sin{x), x=0..1, method = simpson,ocutput=sum) ;
9
1 i i 1 i 1
Y Z s —— |+ sin| —+— |+ —+—
a0 10 10 20 10 10
I i=0 |

En la figura siguiente aparece el comando Approximatelnt en el que hemos dado el valor plot a la
opcion output. Esto nos permite ver graficamente como se aproxima la funcion integrando, en este
caso tg(x)-2x, en la regla de Simpson compuesta. La funciéon aproximante, que en el dibujo aparece
en rojo, es en cada subintervalo de integracién un polinomio de grado dos que coincide con tg(x)-2x
en tres puntos: los extremos y el punto medio del subintervalo correspondiente.

<% Untitled {1) - [Server 1] _I_I— O ﬁl
[ ApproximateInt(tan{x)-2*x, x=-1..1, method = simpson, Al
partition=3, output=plot});

An Approximation of the Integral of
fix) = tan(x)-2*x
on the Interal [-1, 1]
Using Simpson's Rule
Approximate Value: 0.

% |

020406085

0.4+
0.6
Area: A000000000e-11
)
=
Proyecto e-Math 22

Financiado por la Secretaria de Estado de Educacién y Universidades (MECD)



o
|

Uuoc

23 www.uoc.edu Integracion analitica y numérica con Maple

Investigamos a continuacion el efecto que tiene, en la formula de Simpson compuesta, el aumento del
namero de subintervalos. Como se puede observar en la salida se produce una mejora en la
aproximacion. Asi, el ultimo valor obtenido (con 10 subintervalos) consigue las cuatro primeras cifras
decimales significativas exactas.

& imagen6.mws - [Server 1] =10 x|

[> approximateInt({sin{x), x=0.0..5.0, method = simpson, partition=4): ey
ApproximateInt (sin(x), x=0.0..5.0, method = simpson, partition=6);
ApproximateInt (sin(x), x=0.0..5.0, method = simpson, partition=8);
ApproximateInt (sin(x), x=0.0..5.0, method = simpson) _I

Int{sin{x), x=0..5)=int(sin(x) ,x=0.0..5.0)

07169745068
07164602857
07163762133
07163534765
5
j smix)ax = 07163378145
0 -

Comparamos ahora distintos métodos con el mismo ndmero de subintervalos: 10. Como vemos la
regla de Simpson es superior a las del punto medio y el trapecio, consiguiendo seis cifras decimales
exactas.

4% intaprox.mws - [Server 1] _ ;|g|5|
:} ApproximateInt (sin{x), x=0.0..1.0, method = midpoint}: :J
ApproximateInt{(sin{x), x=0.0..1.0, method = trape=zoid): [
ApproximateInt{(sin{x), x=0.0..1.0, method = simpson}) ;
Int{sin{x) ,x=0..1)=int(sin{x),x=0.0..1.0} ;
04598892508
04593145489
04596277101
1
J'sm{x}dx::U45969?6941
i 0 &

CONSIDERACIONES FINALES.

En las férmulas de cuadratura que hemos tratado los nodos se han tomado siempre igualmente
espaciados pero también cabe la posibilidad de utilizar nodos irregularmente repartidos en el intervalo
de integracién. De hecho, algunas férmulas los eligen para obtener un grado de precision mas alto:
son las llamadas formulas de Gauss. Todos estos tépicos estan desarrollados en [2] y [4], donde se
puede encontrar también el estudio del error de las formulas numéricas que nosotros no hemos
incluido aqui. Finalmente haremos notar que cuando el manipulador Maple no es capaz de calcular
una primitiva de una funcion dada, siempre puede conseguir una aproximacion numérica al valor de
su integral definida en un intervalo. Este calculo se realiza mediante métodos numéricos muy
eficientes que estan entre las formulas de Gauss anteriormente mencionadas.
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APLICACIONES

Probabilidad: funcién de densidad.

De manera informal, una variable aleatoria se puede definir como una cantidad cuyo valor viene

gobernado por el azar. Asi, la altura de una persona, el nimero de coches que pasan por un cruce o

el tiempo de funcionamiento de una bombilla son ejemplos de variables aleatorias. De una variable

aleatoria, que representaremos por X, interesa conocer cudl es la probabilidad con la que toma un

valor situado entre dos cantidades dadas a y b. Es costumbre representar esta cantidad como sigue
p(a£ X £b)

La probabilidad debe darse normalizada, lo que quiere decir que debe tomar valores reales entre O y
1. De esta forma, una cantidad muy préxima a uno indica que el suceso es altamente probable
mientras que si la probabilidad es cercana a cero el suceso ocurrird raramente.

Existe un tipo de variables aleatorias para las cuales el célculo diferencial e integral desempefia un
papel fundamental. Nos referimos a lo que los estadisticos llaman variables aleatorias continuas.
Toda variable de este tipo lleva asociada lo que se conoce como su densidad de probabilidad, que no
es sino una funcion real f de cuya integracion se deducen las probabilidades correspondientes tal y

como se indica a continuacion
b

p(af X £b) = f(x)dx,

a
Aparte de otros muchos usos la funcidn de densidad se puede emplear para hacer una estimacioén del
valor esperado o esperanza matematica de la variable aleatoria. Si el conjunto de puntos en el que f
es distinta de cero (lo que se denomina soporte de la distribucién) esta contenido en el intervalo [c,d],

entonces el valor esperado se calcula también en términos de una integral:
d

E(X)= xf(x)dx.
[
En lo que sigue presentamos un par de problemas que involucran variables aleatorias continuas. En
su resolucion se empleara el manipulador Maple con el fin de ilustrar nuevamente las capacidades y
eficacia que aporta para el planteamiento y resolucion de las mas variadas cuestiones.

PROBLEMA 1

Cierto satélite de comunicaciones incorpora dentro de su equipamiento un componente electrénico
cuyo funcionamiento es esencial para el correcto desarrollo de las tareas de transmision. Se sabe que
el tiempo de fallo de ese componente, expresado en afios, viene descrito por una variable aleatoria
continua X, con funcion de densidad dada por
0, XEO
—_ X
) X e 0 x>0
100
Se pide
a) Dibujar la funcion de densidad
b) Calcular la probabilidad de que el satélite deje de funcionar antes de que finalice el primer afio
desde su lanzamiento.

c) Calcular el tiempo esperado de vida Util del satélite.

Para resolver el problema hemos comenzado por definir la funcién de densidad. Para ello hemos
utilizado el comando piecewise, que permite manejar cmodamente funciones definidas a trozos. La
segunda linea muestra el comando plot, utilizado para dibujar la funcién de densidad. Nétese que
s6lo hemos representado valores positivos de la variable independiente, ya que a la izquierda de cero
la funcién se anula. En la gréfica se puede apreciar el maximo de la funciéon de densidad que se
alcanza en X =10, asi como el decrecimiento hacia cero cuando X ® ¥ . La tercera expresion
calcula la probabilidad pedida en el apartado b). El resultado obtenido es poco significativo, por lo que
en la siguiente linea hemos repetido el calculo usando evalf para obtener el mismo valor escrito en
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notacién de coma flotante. Como se ve, la probabilidad de que el satélite deje de funcionar a lo largo
del primer afio es realmente pequefia. Por Ultimo, el calculo de la vida Util plantea el problema de que
el soporte de la distribucién no esta contenido en ningun intervalo cerrado. Para resolverlo hemos
optado por plantear la integral correspondiente sobre un intervalo de la forma [0,c] y utilizar un
proceso de paso al limite para recubrir el soporte de definicion de f que es [0,¥]. El valor obtenido

para el tiempo esperado de vida Util es de veinte afos.

4% Untitled {1} - [Server 1] ;IE'E'
[> f:= x-> piecewisel(x<0, 0, x/100%exp(-x/10)) -l

1 (_%XJ =

=x —pi 1 ekl =
F=x —splecewise| x 1[][]x e

> plot(£(x), x=0..100)

0.035
0.03
0.025
0.0z
0.04&
0.01
0.005

07720 40 B0 80 100

g o

——e
10

[> evalf{int(f{x), x=0..1));

0.0046738402

:}- limit{int(x*f{x), x=0..c), c=infinity):

20 L|

(> int(f(x), x=0..1):

il

PROBLEMA 2

Para que el satélite de comunicaciones del ejemplo anterior esté operativo es necesario que describa
una orbita cuya inclinacién con respecto al ecuador terrestre esté comprendida entre 43 y 47 grados.
Debido a mudltiples perturbaciones la inclinacion de la orbita varia de tal forma que en un instante
cualquiera su valor se puede describir por medio de una variable aleatoria Y que, medida en grados,
sigue una distribucion normal de media /7 =45 y desviacion tipica S =2, o lo que es lo mismo, su

funcién de densidad es

f =
(y) sz

Se pide

a) Dibujar la funcion de densidad.

b) Calcular la probabilidad de que el satélite esté operativo en un instante cualquiera.
c) Calcular lainclinacién esperada para la érbita del satélite.
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Comenzaremos definiendo los valores de los parametros my s que caracterizan la distribucion de
probabilidad. A continuacion utilizamos esos valores para definir la funciéon de densidad. EI comando
plot utilizado en la tercera linea proporciona la grafica pedida en el primer apartado del problema. En
el dibujo se reconoce rapidamente la forma acampanada de la distribucién gaussiana.

El siguiente comando trata de calcular la probabilidad solicitada en el apartado b) efectuando la
integracién de la funcién de densidad sobre el intervalo de operatividad del satélite. Como se ve, el
resultado aparece expresado en términos de la funcién de error que ya se introdujo en uno de los
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ejemplos anteriores. El comando evalf proporciona la representacion en coma flotante
correspondiente al valor que queriamos calcular: el satélite esta operativo durante casi un 70% del
tiempo. A continuacion hemos cargado el paquete Student[Calculus1] con la intencion de contrastar
este resultado con el que proporcionan los métodos numéricos explicados en las secciones
anteriores. Empleando la instruccion Approximatelnt hemos obtenido las aproximaciones
correspondientes a tres métodos compuestos de integraciéon numérica (en todos los casos con 10
subintervalos). Obsérvese como, una vez mas, el método de Simpson es claramente superior,
proporcionando cuatro cifras significativas correctas donde los métodos del punto medio y el trapecio
tan solo consiguen dos. Por ultimo, se ha calculado el valor esperado para la inclinacion de la 6rbita
del satélite siguiendo un procedimiento similar al del problema anterior, con el fin de resolver el
problema planteado por la no acotacion del soporte de la distribucion. En este caso la integral se
puede calcular analiticamente sin ninguna dificultad por lo que Maple aporta el resultado de forma
inmediata. Noétese que el resultado obtenido coincide precisamente con el parametro m de la
distribucién normal.

Finalizamos esta seccién indicando que, debido a la gran importancia que la estadistica tiene en
multitud de aplicaciones, Maple incorpora el paquete stat orientado hacia este tipo de calculos. Este
paquete proporciona funciones especializadas para el tratamiento estadistico de conjuntos de datos y
para la evaluacién numérica de distintos tipos de distribuciones, asi como avanzadas herramientas
graficas que permiten presentar visualmente los resultados obtenidos. Por otra parte el lector
interesado en el area de la probabilidad y la estadista puede consultar los distinto e-books disponibles
sobre el tema, donde podra encontrar ademas de excelentes introducciones, referencias a fuentes
mas avanzadas.

Célculo de longitudes de arco

Supongamos que queremos medir la longitud del trozo de curva plana definida por la grafica de una
funcién continua derivable f entre las abcisas ay b.

Si f fuese una funcion afin, es decir, f(x)=kx+c con k y c constantes reales, entonces su gréafica seria
una recta y nuestro problema se reduciria a medir la longitud del segmento de extremos (a,f(a)) y
(b,f(b)). Observando el dibujo vemos que esta longitud viene dada por

| =y((b)- f(2))*+(b- a)°.

Supongamos ahora que la funcion f no es afin y que tenemos que medir la longitud de un segmento
curvilineo. Puesto que para arcos rectos sabemos calcular la longitud (como hemos hecho antes),
una primera idea es aproximar la curva por una recta. Sin embargo, para evitar un error muy grande
es conveniente dividir previamente la curva en arcos pequefios y aproximar la longitud de cada uno
de ellos por la del segmento que une sus extremos. La longitud total quedara aproximada por la suma
de las longitudes de los segmentos.
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Técnicamente el proceso anterior es sencillo: para dividir la curva damos una particion del intervalo
[a,b] y justamente los puntos P; con abcisa en cada uno de los nodos t; y ordenada en la imagen de
los nodos f(t;), son los puntos que dividen la curva. Entonces, si denotamos por I(.) a la longitud,

(arco)= I (arco(P,P))»  I(PLP)= At -t )7 +(F(t)- F(t.)?

i=1 i=1 i=1

Como la funcién f es derivable en [a,b] el teorema del valor medio garantiza la existencia de un punto
X; en cada subintervalo de la particion [ti.q, t] verificando

ft)- f(t)="100)-t.,)

y por lo tanto tenemos la aproximacion
n

(arc)» (PO D107 = (- t)V(T0)7+D = T 007+ D

i=1 i=1

Esta es precisamente la suma de Riemann de la funcion 4/ f'(X)2 +1 asociada a la particion.

Cuanto mas fina sea la particién, es decir, cuanto mayor sea n, mejor sera la aproximacién que
obtenemos de esta manera a la longitud del arco. En el limite, cuando n tiende a infinito,
conseguiremos exactamente la longitud:

(arco) =limgy  (F'0)2+D) Dt = (2 +D

i=1 a

De esta forma hemos obtenido una formula que nos permite calcular la longitud de un arco de curva
mediante una integral definida.

PROBLEMA 3

Una empresa fabrica tejados que construye ondulando laminas metalicas de forma que el pefrfil
del panel resultante es una onda senoidal cuya altura es 0.50 metros desde la linea central. En la
figura se muestra un panel de longitud 10 metros junto con su seccion longitudinal

La empresa quiere saber qué longitud han de tener las placas necesarias para construir tejados
que cubran 30 metros.
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La funcion que representa el perfil del panel es

»
5

La longitud de la plancha metalica sera la de la curva dada por f entre 0 y 30. Esta longitud se calcula

utilizando la formula deducida para las longitudes de arco. Necesitamos entonces la derivada de f(x)

f(x):%sen( X)

vy P 2p
f'(x) ==cos(—X
(%) = ( 5 )
La longitud sera
30 30 1 2,0
| = Jf'(X)*+1dx= \/1+%cosz(?x) dx
0 0

Esta integral, que es una de las llamadas integrales elipticas, no es calculable analiticamente. En la
siguiente figura ilustramos estos calculos con Maple. En la salida del Ultimo comando se observa que
no se puede calcular la primitiva de la funcién dada y, por lo tanto, se deja indicada en términos de la
integral eliptica.

En el paquete Student[Calculusl] de Maple esta el comando ArcLength que calcula directamente
la longitud de arco de la funcién dada en el primer argumento entre los valores especificados en el
segundo, como ilustramos a continuacion

Como la integral no es calculable con técnicas analiticas vamos a obtener una aproximacion
numeérica a su valor utilizando la regla de Simpson compuesta. Con el manipulador Maple podemos
comparar la aproximacion proporcionada por este método y el valor que calcula Maple utilizando
métodos numéricos mas sofisticados. También ilustramos como influye en la aproximacién el
aumento en el numero de subintervalos
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Por defecto, Maple da las aproximaciones en coma flotante con 10 cifras significativas. Para modificar
este numero se utiliza el comando Digits, que aparece como primera instruccion en la figura
siguiente, donde le hemos dado el valor 20.

Céalculo del trabajo realizado por una fuerza

El concepto fisico de trabajo se encuentra estrechamente relacionado con la idea de fuerza.
Intuitivamente, aunque no sepamos dar una definicion formal de lo que es una fuerza, todos
pensamos en que cuando actta sobre un objeto se produce un efecto sobre el mismo que se traduce
normalmente en su desplazamiento. De esta forma si un objeto se desplaza a lo largo de una
trayectoria recta descrita por una funcion x(t), la segunda ley de Newton del movimiento define la
fuerza F sobre dicho objeto como el producto de la masa del mismo por la aceleracion, es decir

2
F= mxd—x
dt?

En el caso de que la aceleracion sea constante también lo sera la fuerza y entonces se define el
trabajo realizado por F en el desplazamiento, que denotaremos por W, como

W=F:d
donde d es la distancia recorrida por el objeto.

Consideremos ahora el caso de un desplazamiento recto entre las posiciones a y b producido por una
fuerza no constante que depende de la posiciéon del objeto, es decir, F=F(x) cona x b. En este
caso podemos dividir el desplazamiento total en pequefios desplazamientos, lo que se consigue
dando una particion regular del intervalo [a,b]

a=t,<t,< <t _,<t,=b
y en cada uno de los subintervalos de la particion aproximamos la fuerza por una constante que es
precisamente el valor que toma en un punto arbitrario del subintervalo: F (X ), X; ) [ti_l,ti] . Entonces
el trabajo en cada uno de los pequefios desplazamientos se puede aproximar por
F(x )t -t ,)=F(x)Dt, y esta aproximacion sera tanto mejor cuanto mas pequefia sea la
longitud del subintervalo. El trabajo total queda aproximado por
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n
W»  F(x)DY
i=1
Como la aproximacion mejora conforme aumentamos n, definiremos el trabajo como
b

W=lim,, FO)D= F)d

i=1 a
Ejemplo

Supongamos que un objeto se desplaza horizontalmente por accién de una fuerza que aumenta
cuando éste se aleja de su posicién inicial segin la ecuacion F(x)=5x’+2, donde x es la distancia
recorrida por el objeto. El trabajo realizado por esta fuerza para llevar el objeto desde su posicion
inicial a una distancia de 5 unidades es

5 5
W = (5x2+2)dx:§x3+2><4 :§53+2>5:@
0 3 0 3 3
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http://www.mapl esoft.com/main.shtml

Institucion: Waterloo Maple, Inc

Titulo: Waterloo Maple — Advancing Mathematics

Descripcion: Pagina principal de la compafiia que desarrolla el sistema Maple. Entre otras
cosas contiene informacion acerca de sus productos, congresos sobre Maple y enlaces a
otras direcciones Web cuyos contenidos se relacionan con este software.

http://www.mapl eapps.com/maplelinks/sh resources.shtml

Institucion: Waterloo Maple, Inc

Titulo: Maple Resources and Web Sites

Descripcion: Pagina oficial de Maple sobre recursos y direcciones de interés internet.
Contiene enlaces a paginas con aplicaciones de Maple, direcciones de soporte técnico y
paginas con interesantes tutoriales de introduccién a Maple.

http://www.mcs.dundee.ac.uk:8080/~dfg/M apleExternal .html

Institucién: Dundee University, UK

Titulo: Online tutorials on basics of Maple

Descripcion: Contiene varios documentos en formato PostScript sobre asuntos basicos de
Maple.

http://www.math.uic.edu/mapl &/l abs/index.html

Institucién: University of lllinois, USA

Titulo: Introduction to Maple

Descripcion: Contiene documentos que ilustran desde la sintaxis basica de Maple hasta el
desarrollo de animaciones. Esta pagina usa “frames”.

http://www.indiana.edu/~statmath/math/mapl €/gettingstarted/index.html

Institucion: Indiana University, USA

Titulo: Getting Started with Maple

Descripcion: Documento disponible formatos HTML y PDF. Se trata de un completo tutorial
en el que se describe detalladamente desde la entrada en el sistema Maple hasta la creacién
de funciones y el uso de paquetes.

http://web.mit.edu/afs/athena/astaf f/proj ect/l ogos/ol h/M ath/M apl e/M apl e.html

Institucion: MIT, USA
Titulo: Maple Introduction
Descripcion: Tutorial que cubre aspectos tanto basicos como avanzados del lenguaje Maple.

http://www.math.tamu.edu/~boas/courses/math696/M aple.html

Institucién: Texas A&M Univesity, USA

Titulo: Maple pages by Harold Boas

Descripcion: Curso basico sobre Maple. También contiene enlaces a otros documentos y
una pequefia introduccion al programa MATLAB

http://wmatem.eis.uva.es/~matpag/

Institucion: Departamento de Matemética Aplicada alalngenieria, Universidad de Valladolid
Titulo: Invitacién alas Matematicas

Descripcion: Pagina de interés para estudiantes de carreras técnicas. En ella se recogen
algunas cuestiones de uso muy comin y gue a menudo quedan fuera de los temarios oficiales.
Entre otros topicos se discuten la teoria elemental de conjuntos, 10os nimeros complejos o la
clasificacion de las conicasy las cuédricas.
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