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INTRODUCCIÓN       ___________________ 
  

En la actualidad las Matemáticas están presentes en casi todas nuestras actividades ya sea de forma 
explícita o encubierta en alguna medida. El lenguaje cotidiano también se ve influido por esta 
presencia, de hecho gran parte del vocabulario matemático aparece en nuestra vida diaria con un 
significado no muy alejado del que tiene en las Ciencias Exactas. Así, por ejemplo, no es difícil oír 
hablar de integración o diferenciación a la gente de la calle.  El primero de estos vocablos haciendo 
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referencia al hecho de unificar o poner cosas juntas mientras que el segundo se refiere más bien a la 
operación contraria: separar o distinguir cosas.  
 
Estas acepciones populares no distan tanto del concepto matemático como se pudiera pensar. De 
hecho la diferenciación más sencilla en matemáticas es la substracción: diferencia entre dos 
números. De ésta se puede pasar a la diferenciación del cálculo infinitesimal que también da la 
diferencia entre dos números pero ahora éstos representan valores de una función que están 
(infinitamente) próximos. Por analogía la integración más sencilla, matemáticamente hablando, es la 
suma; la integración en sentido infinitesimal es entonces una suma (continua) de los infinitos valores 
que toma una función en un intervalo.  
 
No es difícil pensar en situaciones de la vida real en las que se requiera un proceso de integración: 
por ejemplo la energía eléctrica total consumida por una familia durante un mes se puede obtener 
integrando la función que da el consumo en cada instante de tiempo durante ese periodo. De hecho 
la integral es una herramienta muy útil que aparece en todas las ramas de la Ciencia y la Técnica en 
las que tiene aplicaciones de gran interés.    
   
El objeto de este e-bloque es el desarrollo y estudio de un tema tan básico de cálculo infinitesimal 
como es “La Integral”. En él prestaremos especial atención a la obtención de su valor, cuestión que 
abordaremos tanto desde el punto de vista analítico (cálculo exacto) como numérico (cálculo 
aproximado). Nuestro objetivo es, sin perder rigurosidad matemática, clarificar y hacer asequible al 
público no matemático el concepto de integral, sus propiedades y las técnicas elementales para su 
cálculo, así como sentar las bases y fundamentos que permitan al lector interesado profundizar en su 
estudio y aplicación. 
 
Por ello hemos optado por introducir el concepto de integral de Riemann para la clase de funciones 
continuas, ya que para ellas la integral existe siempre y se define de forma sencilla. Sin embargo, 
animamos al lector a la consulta de la definición más general para funciones acotadas que puede 
encontrar en [6] y [8]. También es interesante hacer notar que existen, además, otros tipos de 
integrales, como son la de Riemann-Stieljes o la de Lebesgue, que generalizan la de Riemann y para 
cuya definición es necesario el concepto de medida que no trataremos aquí debido, no sólo a su 
complejidad, sino al hecho de que para muchas de las aplicaciones interesantes es suficiente con la 
integral en sentido de Riemann (véase [1]  para la integral de Lebesgue y de Riemann-Stieljes). Junto 
con la definición estudiamos algunas de las propiedades más significativas de la integral como son la 
linealidad respecto al integrando o la aditividad respecto al intervalo de integración además del 
Teorema fundamental del Cálculo que relaciona la integral con la derivada  y la conocida Regla de 
Barrow que permitirá calcular integrales definidas a partir de una primitiva de la función que se 
integra. 
 
En cuanto a los métodos de cálculo de integrales hay que tener en cuenta que la mayoría de las 
integrales no son calculables mediante las técnicas analíticas ya que no poseen primitivas 
elementales. Por ello nos parece interesante estudiar, junto a los métodos de integración exacta, 
métodos  numéricos sencillos que nos permitan introducir algunas de las ideas en las que se basa la 
integración aproximada. Entre los primeros trataremos los más usuales para el cálculo de primitivas 
como son el cambio de variable o la integración por partes, mientras que en el segundo grupo 
incluimos métodos de cuadratura básicos con nodos igualmente espaciados, conocidos como 
fórmulas de Newton-Cotes, para los casos de uno, dos y tres nodos. Tanto el cálculo analítico como 
el numérico se ilustran utilizando el manipulador simbólico Maple que permite el empleo de ambas 
técnicas.   
 
Concluimos esta unidad temática con varias aplicaciones prácticas de la integral. Por un lado  
ilustramos su utilización en la definición de algunos conceptos estadísticos de gran interés, tales 
como la función de distribución o la esperanza matemática de variables aleatorias. Por otro, 
conseguimos una fórmula basada en la integral para calcular longitudes de arcos. Finalmente, de 
entre las múltiples aplicaciones a la Física de la integral, hemos elegido el cálculo del trabajo 
realizado por una fuerza en un desplazamiento recto.  
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OBJETIVOS       ________________________ 
 
·  Comprender el concepto de integral de Riemann para funciones continuas. 
·  Conocer las propiedades de la integral. 
·  Aprender a calcular la integral definida de una función continua dada, ya sea analítica o 

numéricamente. 
·  Conocer algunas aplicaciones de la integral definida.  
·  Conocer el uso del manipulador simbólico Maple para calcular integrales y otras cantidades 

asociadas. 
 

CONOCIMIENTOS PREVIOS  ___________________________________ 
 

Es recomendable haber leído, previamente, los math-bloques sobre cálculo diferencial, así como el 
introductorio al manipulador simbólico  Maple. 
 

 
CONCEPTOS FUNDAMENTALES  ______________________________ 
 

� � Definición de integral de Riemann para funciones continuas  
 
El concepto de integral surge relacionado con el problema de cálculo de áreas. Para figuras 
elementales con lados rectos parece estar más o menos claro cómo realizar este cálculo; pensemos 
en un triángulo o un rectángulo por ejemplo. Pero la cosa cambia cuando se consideran figuras 
curvilíneas. La estrategia de dividir la figura correspondiente en porciones cada vez más pequeñas y 
cuya área se aproxima por la de un polígono fue ya usada por Kepler. Por ejemplo, para calcular el 
área un círculo de esta manera se divide en porciones que se pueden aproximar por  triángulos cuya 
altura está tanto más próxima al radio del círculo cuanto más pequeña es su base. Sumando el área 
de estos triángulos obtenemos una aproximación a la superficie del círculo, aproximación que 
mejorará si la base de los triángulos disminuye, como se muestra en las figuras siguientes.   
 
 

 
 
 
Cuando los triángulos sean “infinitamente estrechos”  obtendremos exactamente el área del círculo. 
Un procedimiento no muy alejado de éste es el que permite llegar al concepto de integral definida.  
 
Consideremos el siguiente problema de cálculo de áreas: dada una función continua positiva en [a,b], 
se trata de determinar el área de la región limitada por el eje horizontal, las rectas verticales x=a y x=b  
y  la gráfica que  la función define en el intervalo [a,b]. La continuidad en los extremos del intervalo se 
entiende en sentido lateral: en a por la derecha y en b por la izquierda. 
 
En un primer momento, se puede simplificar el problema dividiendo esta región en franjas como se 
muestra en la figura de la izquierda y aproximando el área de cada una de ellas por la de un 
rectángulo (figura de la derecha) construido tomando como base la porción del intervalo [a,b] 
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correspondiente y  como altura el valor de la función f en un punto arbitrario de su base (en la figura 
se ha tomado el extremo derecho de la base). La suma de las áreas de los rectángulos aproxima el 
área comprendida debajo de la gráfica de f que queremos calcular.  
 

                       
 
 
Se observa que cuanto mayor es el número de rectángulos considerados, es decir, cuanto menor es 
la base de los rectángulos,  mejor es la aproximación que obtendremos al área comprendida entre f y 
el eje. Este hecho se ilustra en las figuras que aparecen a continuación.  
 
 

   
   
En el límite, cuando las bases sean infinitamente pequeñas (se reduzcan a un punto), la suma de las 
áreas de los rectángulos correspondientes nos darán de forma exacta el área de la superficie 
considerada. Esta suma límite es precisamente lo que llamaremos integral de f en [a,b]. 
 
Formalicemos ahora las ideas anteriores. Comenzamos definiendo el concepto de partición: 
 

Definición Una  partición de un intervalo [a,b] es una colección finita de puntos { }n
iit 0=  de [a,b] tales 

que  
btttta nn =<<<<= - 110 � . 

 
A los puntos de la partición les denominaremos nodos. Cada partición define una colección de 
subintervalos [ti-1, ti] i=1,...n en [a,b] cuya longitud viene dada por � ti =ti – ti-1. Cuando esta longitud 
sea la misma para todos los subintervalos diremos que la partición es regular. Luego en una partición 
regular los nodos están igualmente espaciados y  
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que se conoce como suma de Riemann de f asociada a la partición, representa la suma de las áreas 
de los rectángulos que tienen por base el subintervalo correspondiente y altura f(xi). El valor de la 
suma de Riemann depende del xi elegido. Así, si xi  es el punto donde f alcanza el máximo en el 
subintervalo [ti-1, ti] para i=1,...,n entonces la suma correspondiente se denomina suma superior de 
Riemann, mientras que si en xi se alcanza el mínimo, la suma se conoce como suma inferior de 
Riemann.  
 
Consideremos particiones regulares, entonces si la función f es continua los límites de las sumas de 
Riemann cuando n tiende a infinito existen y son iguales sea cual sea el punto xi elegido en cada 
subintervalo. Justamente este límite nos da el área de la región considerada  
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Para el caso más general en el que la función continua no es positiva se definen de forma análoga las 
sumas de Riemann. También en este caso se puede demostrar que sus límites existen y toman el 
mismo valor, valor que se utiliza para definir la integral  de la función  en el intervalo [a,b]. 
 
Definición Dada una función continua f en el intervalo [a,b], la integral de Riemann de f en el intervalo 

[a,b] se denota por �
b

a
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La función f se denomina integrando, los puntos a y b se conocen como extremos de integración  
inferior y superior, respectivamente y el símbolo � , que es una S alargada y fue introducido por 
Leibniz, se denomina signo integral. 
 
 
Ejemplo 
 
Consideremos la función f(x)=x definida en el intervalo [0,1] .  

Tomemos los nodos ni
n
i

t i ,,1,0, �==   igualmente espaciados. La longitud de los subintervalos 

determinados por esta partición es 1/n . Las sumas de Riemann de f asociadas a la partición son 
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La suma superior de Riemann se consigue tomando 
n
i

xi = , ya que la función f es estrictamente 

creciente y por lo tanto alcanza el máximo en cada subintervalo en el extremo superior de éste. Se 
tiene 
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Utilizando este resultado calculamos ahora la integral de f 
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Ejemplo con Maple 
 
El comando de Maple RiemannSum permite obtener  sumas de Riemann de una función asociadas a 
particiones regulares.  Este comando admite distintas posibilidades para la elección del punto de 
evaluación de la función, que se especifica en el tercer argumento del comando. En el ejemplo que 
presentamos  hemos seleccionado xi como el punto medio de los subintervalos. 
 
El comando RiemannSum se encuentra en el paquete Student[Calculus1] y básicamente su 
sintaxis admite las tres posibilidades  siguientes:  

      
     RiemannSum(f(x), x = a..b, method = midpoint, opts) 
     RiemannSum(f(x), a..b, method = midpoint, opts) 
     RiemannSum(Int(f(x), x = a..b), method = midpoint, opts) 
 

donde opts  hace referencia a distintas opciones alguna de las cuales mencionamos a continuación. 
  
En la imagen se pueden ver algunas variantes del comando con sus salidas: 
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·  para obtener la suma de forma simbólica añadimos la opción output  a la que damos el valor  

sum;  
·  la aproximación numérica al valor de la suma se consigue escribiendo los extremos del 

intervalo en coma flotante sin especificar ninguna opción; 
·  si se quiere obtener la gráfica correspondiente basta con hacer output=plot; 
·  el número de puntos de la partición se puede variar con la opción partition, por defecto la 

partición utilizada tiene 10 nodos.  
 
Otras posibilidades para el valor de la opción method son: left (evalúa la función en el extremo 
inferior de los subintervalos), right (utiliza el extremo superior), upper (calcula la suma superior de 
Riemann), lower (calcula la suma inferior de Riemann).  
 
En la imagen siguiente hemos conseguido las sumas de Riemann asociadas a una partición de n 
nodos correspondientes a los valores midpoint, left y right para method.  Para cada una de ellas 
hemos calculado su límite cuando n tiende a infinito utilizando el comando limit. Obsérvese que los 
tres límites coinciden y son precisamente el valor de la integral de la función sen(x) en el intervalo 
[0,5]. 
  

 
 
 
Pasamos ahora a introducir los conceptos de función primitiva e integral indefinida. Para ello 
utilizaremos un resultado conocido como Teorema fundamental del Cálculo 
 
Teorema fundamental del Cálculo Dado una función f continua en un intervalo [a,b], para x en [a,b] 
se  define la función  

�=
x

a

dttfxF )()(  

entonces la función F es derivable en [a,b]  y  
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[ ]baxxfxF ,)()(' Î= para  
 
donde la derivada en a y b se entiende en sentido lateral. 
 
 
Definición Se denomina primitiva de f a cualquier función F que verifica F’ = f 
 
Es evidente que si F es una primitiva de f entonces F+c, donde c es una constante cualquiera, es 
también una primitiva de f. El símbolo 

                                                             � dxxf )(  ó � f   

 
significa “una primitiva de f” o más precisamente denota “el conjunto de todas las primitivas de f”  y se 
denomina integral indefinida de f. 
 
 
Ejemplo 
Dada la función f(x) =k donde k es una constante real, una primitiva de f es la función F(x)=kx. 
 
La relación entre la integral definida y cualquier primitiva de una función dada se establece a través 
del resultado conocido como Regla de Barrow que enunciamos a continuación 
 
Regla de Barrow  Dada una función f continua, si F es una primitiva de f en [a,b] entonces 

                                                 � -=
b

a

aFbFdxxf )()()(  

 
Este resultado permite calcular integrales definidas de funciones a partir de una de sus primitivas. 
 
Ejemplo con Maple 
El comando int permite calcular tanto primitivas de funciones como integrales definidas. En las 
imágenes siguientes ilustramos la sencilla sintaxis de este comando.  
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En el recuadro pequeño, el segundo comando define la función 
1

1
)(

2 +
=

x
xf , el tercer comando 

halla una primitiva de f  y finalmente con el cuarto comando se calcula la integral de f en el intervalo 
[0,1] en aritmética exacta.  
 

En el recuadro grande se define la función g(x)= 
2xe-  y se calcula, primero, una primitiva y después 

su integral entre 0 y 1 en aritmética exacta. Nótese que el primer argumento del comando int puede 
ser g(x) o directamente la expresión que define g(x). La instrucción evalf(%) evalúa la expresión 
inmediatamente anterior (en ejecución) obteniendo una aproximación en coma flotante con 10 dígitos 

significativos. Finalmente intentamos conseguir una primitiva de )ln(
2

xe x- . 
 
En los resultados de los cálculos ejecutados en la ventana grande, observamos que Maple da una 

primitiva  de la función 
2xe-  en términos de erf(x) conocida como función de error, que se define 

como  � -=
x

t dtexerf
0

22
)(

p
 (esta primitiva no es una función elemental). Sin embargo, con el 

manipulador sí es posible obtener una aproximación numérica a una integral definida de la función 
anterior. Lo hemos hecho, en este caso, utilizando el comando evalf. Finalmente, al intentar calcular 

una primitiva de  la función )ln(
2

xe x-  nos devuelve la integral indicada puesto que tampoco esta 
primitiva es elemental. 
 
� � Propiedades de la integral 
 
En esta sección vemos las propiedades fundamentales de la integral: 
 

1. Aditividad respecto al intervalo de integración 
Si a<c<b 

� �� +=
c

a

b

c

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

 
2. Linealidad respecto al integrando 

 

2.a. � �� +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf )()())((  

2.b. � �=
b

a

b

a

dxxfcdxxcf )()(   donde c es una constante real cualquiera 

 
3. Monotonía 

Si f(x) £ g(x) para todo xÎ [a,b], entonces 

� �£
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(  

4. Acotación 
Si m y M son constantes tales que m £ f(x)  £ M para cualquier xÎ [a,b] entonces 

� -££-
b

a

abMdxxfabm )()()(  

5. Valor medio 

[ ]baabfdxxf
b

a

,))(()( Î-=� xx algúnpara  



10   Integración analítica y numérica con Maple 

Proyecto e-Math          10 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 

 
La primera propiedad permite extender el concepto  de integral para funciones continuas a trozos en 
un intervalo [a,b]. Recordamos que las funciones continuas a trozos en [a,b] son aquellas que 
presentan un número finito de discontinuidades de primera especie en [a,b]. De esta forma si f tiene 
discontinuidades de primera especie en los puntos c1,c2,...,cm   se define la integral de f en [a,b] como 
  

�� �� +++=
b

c

c

a

c

c

b

a m

dxxfdxxfdxxfdxxf )()()()(
1 2

1

�  

 
 
 
CÁLCULO DE INTEGRALES ___  ______________________________ 
 
� � Métodos de integración 
 
Bajo la expresión “Métodos de integración” se engloban una serie de técnicas diseñadas con el fin de 
obtener el conjunto de primitivas (o integral indefinida) de una función dada. Desde un punto de vista 
estricto se trata de “antiderivar” una función pero el uso de la palabra “integración” está justificado por 
la importancia que las primitivas juegan a través de la Regla de Barrow. A diferencia de la derivación, 
donde basta conocer unas pocas reglas elementales, la integración dista mucho de ser una tarea 
mecánica. El lector no debe perder de vista que el cálculo de primitivas es un auténtico arte en el que 
no hay reglas fijas y sí una gran dosis de intuición e imaginación, desarrollable sólo a través de la 
práctica y el ejercicio constante. A continuación comentaremos los métodos de integración de 
aplicación más general, enunciando brevemente su fundamento teórico. Cada método se ilustrará con 
un ejemplo completamente desarrollado que, además, servirá para introducir las técnicas de trabajo 
básicas del manipulador simbólico Maple. 
 
El primer conjunto de reglas de integración se obtiene sin más que “leer” de derecha a izquierda las 
expresiones que proporcionan las derivadas de las funciones elementales. La pantalla de Maple que 
aparece a continuación ilustra, sobre dos casos simples, cómo operan los comandos diff e int para el 
cálculo de derivadas e integrales respectivamente.  

 

 
 
Nótese que los comandos diff e int operan esencialmente como inverso uno del otro. No obstante 
hay que tener presente que int genera una única primitiva, es decir no añade por si mismo la 
constante de integración. 
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Operando como se ha indicado anteriormente se construye la siguiente tabla que recoge las 
integrales conocidas como inmediatas: 
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Cxdx
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+=� ||ln
1  
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Csenxxdx +=� cos  Cxsenxdx +-=� cos  Ctgxdx
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+=� 2cos
1  
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Csenhxxdx +=� cosh  Cxsenhxdx +=� cosh  Ctghxdx
x

+=� 2cosh
1  
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x

+-=� coth
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Carcsenxdx
x
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Csenhxdx
x
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� arg
1

1
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Carctgxdx

x
+=

+� 21
1  

Ctghxdx
x

+=
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1
1

2

 

 
Naturalmente, en la mayor parte de los casos la integral que se debe calcular no es inmediata. Los 
siguientes métodos de integración tratan, precisamente, de transformar y/o descomponer la función 
integrando en expresiones fácilmente reconocibles como integrales inmediatas.  
 
1. INTEGRACIÓN POR DESCOMPOSICIÓN: Es consecuencia directa de la linealidad de la integral 

 

[ ] ��� +=+ dxxgdxxfdxxgxf )()()()( baba  

 
Ejemplo 

Calcular � +- dxxex x )sen253(  

En este caso el método de descomposición permite transformar la integral pedida en una 
combinación lineal de tres integrales que ya son inmediatas 

Cxexxdxdxedxxdxxex xxx +--=+-=+- ���� cos252sen253)sen253( 2

3

 

 
La siguiente figura muestra el cálculo realizado usando Maple 
 

 
 

 
Nótese, en la primera línea, la utilización del comando Int que proporciona una expresión no evaluada 
de la integral. A continuación hemos utilizado el comando expand para realizar la descomposición de 
la integral. En la última expresión se utiliza value para escribir explícitamente el valor de cada una de 
las integrales que habíamos obtenido en la línea anterior. 
 
2. INTEGRACIÓN POR PARTES: Se basa en la fórmula de derivación de un producto. Si u y v son 

dos funciones con derivadas continuas se tiene 
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�� -= dxxvxuxvxudxxvxu )()(')()()(')(  

 
En la práctica, el problema se reduce a decidir qué parte de la integral jugará el papel de u(x). 
 
Ejemplo 

Calcular � xdxln  

En este caso la elección obvia es ln(x) = u(x).  Los cálculos suelen organizarse de la siguiente manera 
 

Cxxx
x
dx
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Cuando se utiliza Maple, el comando que realiza la integración por partes es intparts. La siguiente 
figura ilustra el cálculo de la integral anterior dentro de una sesión de Maple. El primer comando carga 
el paquete student, necesario para utilizar la instrucción de intparts. A continuación se define, 
utilizando la forma inerte Int,  la integral que deseamos calcular. El tercer comando es el que realiza 
la integración por partes propiamente dicha. Nótese que intparts usa dos argumentos: la integral que 
estamos calculando y la parte que hemos seleccionado como u. El cuarto comando selecciona el 
segundo operando de la expresión G, es decir la parte que aún queda por integrar. Para finalizar, la 
última línea presenta el resultado del cálculo completo, escribiendo explícitamente la integral original, 
el primer operando de la expresión G y la integral H ya evaluada a través del comando value. 
 

 

 
 

3. INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN (CAMBIO DE VARIABLE) Si f y la derivada de j  son 
continuas entonces 

 

[ ]
)(1

)('))(()(
xt

dtttfdxxf
-=�� =

j
jj  

Ejemplo:  

Calcular � xdxtg  

Para calcular esta integral tendremos en cuenta que la tangente es el cociente entre el seno y el 
coseno, lo que nos permitirá utilizar el cambio cos(x)=t (o, lo que es lo mismo, x =arccos(t)) 
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El manipulador simbólico Maple implementa el método de sustitución por medio del comando 
changevar. A continuación se muestra cómo se realizan los cálculos por medio de este programa. El 
primer comando carga el paquete student en el que se encuentra definido changevar. El segundo 
define la integral F, en la cual estamos interesados. A continuación introducimos una variable 
temporal G en la que iremos guardando las manipulaciones que efectuemos a partir de la integral 
original. De entrada usamos el comando convert, con su segundo argumento igual a sincos, para 
reescribir la expresión original en términos de senos y cosenos. En la cuarta expresión efectuamos el 
cambio de variable, lo que nos proporciona una integral inmediata que es evaluada, usando value, en 
la quinta instrucción. La última línea presenta el resultado obtenido al efectuar la integración. 
 

 
 
Aparte de los métodos generales de integración expuestos anteriormente existen multitud de 
procedimientos desarrollados para casos más concretos. De entre ellos merece la pena destacar el 
siguiente, por la elevada frecuencia con que se utiliza en la práctica: 
 
INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES 

Una función racional es un cociente de dos polinomios 
)(
)(

)(
xQ
xP

xf = . La integración de este tipo de 

funciones se basa en que toda función racional propia (grado del denominador mayor que el del 
numerador) se puede descomponer en suma de fracciones “irreducibles”. La descomposición se 
realiza del siguiente modo 
 
1. A cada raíz real r  de )(xQ  con multiplicidad m le corresponden m fracciones de la forma 

m
m

rx

A

rx

A
rx

A

)(
,...,

)(
,

2
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2. A cada par de raíces complejas iba ± de )(xQ  con multiplicidad m le corresponden m 
fracciones de la forma 

[ ] [ ]m
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Los coeficientes que aparecen en el numerador de las fracciones simples se obtienen por 
identificación con la función racional original. Por otro lado las integrales de los distintos tipos de 
fracciones simples vienen dadas por las siguientes expresiones 
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y esta última integral, que denotaremos por nI , se puede calcular utilizando las siguientes      

fórmulas de reducción 
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Señalemos que, en la práctica, la descomposición en fracciones simples constituye el mayor 
obstáculo para la obtención de la integral. 
 
Ejemplo:  

Calcular � +-+-
-+-

dx
xxxx

xxx
4454

713123
234

23

 

 

Es fácil comprobar que el denominador se puede factorizar en la forma )1()2( 22 +- xx , de lo que se 

deduce que la raíz real 2 es doble mientras que el par de raíces complejo conjugadas i±  tiene 
multiplicidad uno. De acuerdo con lo explicado anteriormente el integrando se puede descomponer 
como sigue 
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Reduciendo el segundo miembro a común denominador e identificando el numerador obtenido con el 
que aparece a la izquierda del signo igual, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones: 
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Usando la descomposición así obtenida podemos calcular la integral buscada: 
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En la siguiente figura reproducimos los cálculos dentro del entorno que proporciona el manipulador 
simbólico Maple.  
 

 
 
En primer lugar cargamos el paquete student que en este caso es necesario para poder utilizar más 
adelante el comando integrand. Inmediatamente después hemos definido la integral objeto de 
nuestro cálculo. El paso correspondiente a la descomposición en fracciones simples lo realiza el 
comando convert, al cual hay que pasarle los siguientes argumentos: 
 
1. La función racional que queremos descomponer. En nuestro caso lo hacemos seleccionando el 

integrando de F empleando la función integrand del paquete student. 
2. El tipo de conversión que deseamos realizar sobre la expresión dada en el primer argumento. 

Para obtener la descomposición en fracciones simples debe usarse parfrac. 
3. La variable independiente, en este caso “x”. 
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El resto de los pasos lo constituyen manipulaciones sencillas: definimos la expresión auxiliar G como 
la integral de la expresión ya descompuesta en fracciones simples y a continuación usamos el 
comando expand para descomponer la integral en suma de integrales. Por último escribimos el 
resultado de la integración empleando por un lado la expresión no evaluada F y por otro forzamos la 
evaluación de G por medio de value además de añadir la correspondiente constante de integración. 
 
Antes de finalizar esta sección hay que señalar que la potencia del programa Maple para la 
integración simbólica le permite, en realidad, resolver cualquiera de las integrales propuestas a lo 
largo de esta sección usando simplemente el comando int, como ilustra la siguiente figura. 
 
 

 
 
 
No obstante, nuestro interés ha sido ilustrar las capacidades de Maple para la manipulación de 
expresiones, tomando como base el cálculo de integrales. La flexibilidad y la potencia de cálculo de 
este manipulador posibilita la reproducción de los razonamientos realizados “sobre el papel” de una 
manera cómoda, rápida y eficaz permitiendo que el alumno se concentre sobre el fondo del problema. 
Se evitan de esta forma las distracciones inevitablemente asociadas a los largos cálculos rutinarios 
que deben realizarse de forma auxiliar cuando se trabaja “a mano”. Todo lo anterior nos ha permitido 
introducir la sintaxis elemental de varios comandos básicos de Maple. El lector interesado puede 
consultar la excelente ayuda que ofrece el propio programa para indagar acerca de las posibilidades 
más avanzadas que ofrece cada instrucción. A modo de ejemplo podemos decir que una sencilla 
modificación en la llamada de la función int (ver Regla de Barrow) permite calcular integrales 
definidas: basta con añadir los extremos de integración a la lista de argumentos tal y como muestra la 
siguiente figura. 
 
 

 
 
 
Concluimos este apartado dedicado a los métodos de integración señalando que a menudo es 
necesario usar varias técnicas combinándolas hasta obtener una expresión reconocible como integral 
inmediata. Finalmente, hay multitud de casos en los que las funciones no tienen una primitiva 
expresable en términos de funciones elementales lo que hace necesario el desarrollo de técnicas 
numéricas para el cálculo de integrales definidas. 
 
 
� � Integración  aproximada 
 
Aunque, como hemos mencionado al principio del bloque, toda función continua es integrable esto no 
quiere decir que se pueda encontrar una expresión para su primitiva en términos de las funciones 
elementales. Las funciones elementales son las funciones polinómicas, racionales, potenciales, 
exponenciales, trigonométricas, sus inversas y todas aquellas que se pueden generar a partir de las 
anteriores mediante las operaciones sobre funciones. Un ejemplo sencillo de esta situación la 
tenemos en la integral 

dxex�
2

 



17   Integración analítica y numérica con Maple 

Proyecto e-Math          17 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 

 
cuyo integrando es continuo pero para la que se ha probado que no es una función elemental. En 
este caso no es posible encontrar el valor exacto de la integral en cualquier intervalo. Pero existen 
también otras situaciones en las que tampoco es posible la integración exacta. Piénsese, por ejemplo, 
en los casos en los  que la función integrando se determina experimentalmente. 
 
Para solventar este problema se pueden utilizar técnicas de aproximación numérica. Una primera 
idea para el desarrollo de las mismas surge de la definición de integral puesto que de ella se deduce 
que cualquier  suma de Riemann se puede considerar una aproximación al valor de la integral.   
 
Otro enfoque para  realizar la integración numérica consiste en sustituir la función del integrando por 
otra más sencilla que la aproxime de alguna manera y de la cual se conozca una primitiva. Se toma 
entonces como valor de la integral de partida el de la integral de la función aproximante, aunque no 
hay que perder de vista el hecho de que este proceso conlleva un error.  Las fórmulas de integración 
numérica que vamos a estudiar en esta sección se consiguen utilizando polinomios cuyo valor 
coincide con el de la función del integrando en un número de puntos igual a su grado más 1. Estos 
puntos se denominan nodos de integración y los tomaremos igualmente espaciados dentro del 
intervalo de integración. 
 
Veamos más en detalle algunas fórmulas de integración numérica que se obtienen con esta técnica 
para los casos en que se utilicen polinomios de grado 0 y un solo nodo (regla del punto medio), de 
grado 1 y dos nodos (regla del trapecio) y  grado 2 con tres nodos (regla de Simpson). 
 
En el caso más sencillo en el que sólo hay un nodo, tomamos éste como el punto medio del intervalo 
[a,b], es decir el punto a+(b-a)/2=(a+b)/2. El polinomio de grado 0 que coincide con f en ese punto es 
la función constante P(x)= f((a+b)/2). Integrando P(x) en [a,b] obtenemos 
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La fórmula de integración numérica resultante es 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Cuando la función f es positiva esta fórmula aproxima el área comprendida debajo de la gráfica de f 
por el área del rectángulo cuya base es el intervalo [a,b] y su altura es f((a+b)/2)  según se muestra 
en la figura siguiente 
 
 

 

Regla del punto medio 
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Ejemplo 

Para 
2

)( xexf =  la fórmula del punto medio da la siguiente aproximación a la integral en [0,1] 
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Consideremos ahora el caso en que se utilizan dos nodos de integración. Elegimos estos nodos como   
los extremos del intervalo. Geométricamente el polinomio de grado 1 que toma los mismos valores 
que f en a y b es una recta que pasa por los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)) y tiene por ecuación  
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El polinomio buscado es por tanto  
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Y tenemos la siguiente fórmula de aproximación conocida como regla del trapecio 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Cuando la función f es positiva, nótese que la fórmula obtenida no es más que la fórmula del área del 
trapecio que tiene por lados el segmento de eje x entre a y b, los segmentos de las rectas verticales 
x=a y x=b comprendidos entre 0 y f(a) y 0 y f(b), respectivamente, y el segmento de la 

recta
)()(
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afbf

afy
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 con extremos en  los puntos (a,f(a) ) y (b,f(b)), según se muestra en la 

figura siguiente 
 

 

Regla del trapecio 
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Ejemplo 

Para 
2

)( xexf =  la fórmula del trapecio da la siguiente aproximación a la integral en [0,1] 
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Finalmente tomemos ahora como nodos los extremos del intervalo a y b junto con el punto medio del 

mismo (a+b)/2. El polinomio buscado es de grado 2, gba ++= xxxP 2)( , y gráficamente se 
representa como una curva parabólica que pasa por los puntos (a,f(a)), ((a+b)/2, f((a+b)/2) y (b,f(b)). 
Si integramos P(x) 
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Como  P(a)=f(a), P((a+b)/2)=f((a+b)/2) y P(b)=f(b)  tenemos las siguientes igualdades   
 

)(),
2

(
2

)
2

(),( 222 bfbb
ba

f
baba

afaa =++
+

=+
+

+
+

=++ gbagbagba  

 
que nos permiten eliminar  a, b y g  para obtener la igualdad 
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La fórmula de integración numérica obtenida finalmente es 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Cuando la función f es positiva, esta fórmula aproxima el área de la región limitada por f  mediante el 
área de la región limitada por la parábola que da el polinomio P(x) como se ve en la figura  
 

 
 
 
 

Regla de Simpson 
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Ejemplo 

Para 
2

)( xexf =  la regla de Simpson da la siguiente aproximación a la integral en [0,1] 
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Aumentando el número de nodos se pueden conseguir fórmulas más complicadas. En general las 
fórmulas así obtenidas se denominan fórmulas de Newton-Cotes y son casos particulares de las 
llamadas fórmulas de cuadratura: 
 
Definición  Una fórmula de cuadratura o integración numérica basada en los nodos x0,x1,...,xn es una 
expresión del tipo   

)(
0

i

n

i
i xf�
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a  

donde � i, i=0,...,n son constantes que se conocen como coeficientes de cuadratura.  
 
Una fórmula de cuadratura se dice que tiene grado de precisión k si integra exactamente los 
polinomios de grado menor o igual que k. Las fórmulas de Newton-Cotes tienen grado de precisión 
mayor o igual que su número de nodos menos uno. 
 
Como se puede observar en las figuras de esta sección, el error que se comete al aproximar la 
integral de una función mediante las fórmulas que hemos deducido anteriormente es bastante 
apreciable. Para disminuir este error cabe la posibilidad de dividir el dominio de integración en 
subintervalos (dando una partición del mismo) y en cada uno de estos subintervalos aplicar la fórmula 
correspondiente. Este proceso lleva a las fórmulas de cuadratura compuestas que vemos a 
continuación.  
 
Dado el intervalo [a,b] consideremos una partición regular del mismo que lo divida en n subintervalos 
[ti-1,ti], i=1,...,n. En cada uno de ellos aplicamos la regla del punto medio para aproximar la integral 
correspondiente, es decir 
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que es la regla del punto medio compuesta. Nótese que esta fórmula coincide con la suma de 
Riemann de f en la que la función se evalúa en el punto medio de los subintervalos determinados por 
la partición. De esta manera hemos recuperado la forma de aproximación que mencionamos al 
principio de la sección pero obtenida desde un punto de vista diferente. 
 
Si ahora consideramos la fórmula del trapecio para aproximar las integrales en los subintervalos 
tenemos 
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que es la regla del trapecio compuesta. 
 
 
Finalmente obtenemos la regla de Simpson compuesta. Como   
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sumando estas aproximación obtenemos 
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Ejemplos con Maple 
 
En el paquete Student[Calculus1] de Maple está el comando ApproximateInt que permite obtener 
las fórmulas de cuadratura compuestas que acabamos de estudiar. La sintaxis de este comando es 
muy parecido al de RiemannSum que vimos en la primera sección.  
 
En la hoja de trabajo siguiente aparece la instrucción 

ApproximateInt ( ln(x), x = 1..3, method = trapezoid); 
cuya salida es la fórmula compuesta del trapecio (desarrollada) en la que se han utilizado 10 
subintervalos. Para obtener una expresión más compacta de esta fórmula utilizamos la opción output 
con valor sum. Si se quiere el valor numérico de la fórmula basta dar los extremos de integración en 
coma flotante y finalmente con la opción partition se puede cambiar el número de subintervalos 
utilizados 
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La opción method admite otros valores: midpoint y simpson generan las fórmulas de cuadratura 
compuesta del punto medio y de Simpson, respectivamente. De forma más genérica se puede utilizar 
el valor newtoncotes[n] donde n+1 es el número de nodos de la fórmula base de Newton-Cotes (que 
tiene entre sus nodos a los extremos del subintervalo) que se utiliza para generar la fórmula 
compuesta que usa el comando. 
 
En la imagen vemos como la fórmula de Simpson se puede generar indistintamente con los valores 
simpson o newtoncotes[2] para la opción method 
 
 

 
 
 
En la figura siguiente aparece el comando ApproximateInt en el que hemos dado el valor plot a la 
opción output. Esto nos permite ver gráficamente como se aproxima la función integrando, en este 
caso tg(x)-2x, en la regla de Simpson compuesta. La función aproximante, que en el dibujo aparece 
en rojo, es en cada subintervalo de integración un polinomio de grado dos que coincide con tg(x)-2x 
en tres puntos: los extremos y el punto medio del subintervalo correspondiente. 
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Investigamos a continuación el efecto que tiene, en la fórmula de Simpson compuesta, el aumento del 
número de subintervalos. Como se puede observar en la salida se produce una mejora en la 
aproximación. Así, el último valor obtenido (con 10 subintervalos) consigue las cuatro primeras cifras 
decimales significativas exactas. 
 
 

 
 
 
Comparamos ahora distintos métodos con el mismo número de subintervalos: 10. Como vemos la 
regla  de Simpson es superior a las del punto medio y el trapecio, consiguiendo seis cifras decimales 
exactas. 
 
 

 
 
 
CONSIDERACIONES FINALES. 
En las fórmulas de cuadratura que hemos tratado los nodos se han tomado siempre igualmente 
espaciados pero también cabe la posibilidad de utilizar nodos irregularmente repartidos en el intervalo 
de integración. De hecho, algunas fórmulas los eligen para obtener un grado de precisión más alto: 
son las llamadas fórmulas de Gauss. Todos estos tópicos están desarrollados en [2] y [4], donde se 
puede encontrar también el estudio del error de las fórmulas numéricas que nosotros no hemos 
incluido aquí. Finalmente haremos notar que cuando el manipulador Maple no es capaz de calcular 
una primitiva de una función dada, siempre puede conseguir una aproximación numérica al valor de 
su integral definida en un intervalo. Este cálculo se realiza mediante métodos numéricos muy 
eficientes que están entre las fórmulas de Gauss anteriormente mencionadas. 
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APLICACIONES__________________  ______________________________ 
 
� � Probabilidad: función de densidad.  
 
De manera informal, una variable aleatoria se puede definir como una cantidad cuyo valor viene 
gobernado por el azar. Así, la altura de una persona, el número de coches que pasan por un cruce o 
el tiempo de funcionamiento de una bombilla son ejemplos de variables aleatorias. De una variable 
aleatoria, que representaremos por X, interesa conocer cuál es la probabilidad con la que toma un 
valor situado entre dos cantidades dadas a y b. Es costumbre representar esta cantidad como sigue 

)( bXap ££  
La probabilidad debe darse normalizada, lo que quiere decir que debe tomar valores reales entre 0 y 
1. De esta forma, una cantidad muy próxima a uno indica que el suceso es altamente probable 
mientras que si la probabilidad es cercana a cero el suceso ocurrirá raramente. 
 
Existe un tipo de variables aleatorias para las cuales el cálculo diferencial e integral desempeña un 
papel fundamental. Nos referimos a lo que los estadísticos llaman variables aleatorias continuas. 
Toda variable de este tipo lleva asociada lo que se conoce como su densidad de probabilidad, que no 
es sino una función real f de cuya integración se deducen las probabilidades correspondientes tal y 
como se indica a continuación 

�=££
b

a

dxxfbXap ,)()(  

Aparte de otros muchos usos la función de densidad se puede emplear para hacer una estimación del 
valor esperado o esperanza matemática de la variable aleatoria. Si el conjunto de puntos en el que f  
es distinta de cero (lo que se denomina soporte de la distribución) está contenido en el intervalo [c,d], 
entonces el valor esperado se calcula también en términos de una integral: 

.)()( �=
d

c

dxxxfXE  

En lo que sigue presentamos un par de problemas que involucran variables aleatorias continuas. En 
su resolución se empleará el manipulador Maple con el fin de ilustrar nuevamente las capacidades y 
eficacia que aporta para el planteamiento y resolución de las más variadas cuestiones. 
 
PROBLEMA 1 
Cierto satélite de comunicaciones incorpora dentro de su equipamiento un componente electrónico 
cuyo funcionamiento es esencial para el correcto desarrollo de las tareas de transmisión. Se sabe que 
el tiempo de fallo de ese componente, expresado en años, viene descrito por una variable aleatoria 
continua X, con función de densidad dada por 
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Se pide  
a) Dibujar la función de densidad 
b) Calcular la probabilidad de que el satélite deje de funcionar antes de que finalice el primer año 

desde su lanzamiento. 
c) Calcular el tiempo esperado de vida útil del satélite. 
 

 
Para resolver el problema hemos comenzado por definir la función de densidad. Para ello hemos 
utilizado el comando piecewise, que permite manejar cómodamente funciones definidas a trozos. La 
segunda línea muestra el comando plot, utilizado para dibujar la función de densidad. Nótese que 
sólo hemos representado valores positivos de la variable independiente, ya que a la izquierda de cero 
la función se anula. En la gráfica se puede apreciar el máximo de la función de densidad que se 
alcanza en 10=x , así como el decrecimiento hacia cero cuando ¥®x . La tercera expresión 
calcula la probabilidad pedida en el apartado b). El resultado obtenido es poco significativo, por lo que 
en la siguiente línea hemos repetido el cálculo usando evalf para obtener el mismo valor escrito en 
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notación de coma flotante. Como se ve, la probabilidad de que el satélite deje de funcionar a lo largo 
del primer año es realmente pequeña. Por último, el cálculo de la vida útil plantea el problema de que 
el soporte de la distribución no está contenido en ningún intervalo cerrado. Para resolverlo hemos 
optado por plantear la integral correspondiente sobre un intervalo de la forma [0,c] y utilizar un 
proceso de paso al límite para recubrir el soporte de definición de f  que es [0,¥ ]. El valor obtenido 
para el tiempo esperado de vida útil es de veinte años. 
 

 
 
PROBLEMA 2 
Para que el satélite de comunicaciones del ejemplo anterior esté operativo es necesario que describa 
una órbita cuya inclinación con respecto al ecuador terrestre esté comprendida entre 43 y 47 grados. 
Debido a múltiples perturbaciones la inclinación de la órbita varía de tal forma que en un instante 
cualquiera su valor se puede describir por medio de una variable aleatoria Y que, medida en grados, 
sigue una distribución normal de media 45=m  y desviación típica 2=s , o lo que es lo mismo, su 
función de densidad es 
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Se pide  
a) Dibujar la función de densidad. 
b) Calcular la probabilidad de que el satélite esté operativo en un instante cualquiera. 
c) Calcular la inclinación esperada para la órbita del satélite. 
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Comenzaremos definiendo los valores de los parámetros m y s que caracterizan la distribución de 
probabilidad. A continuación utilizamos esos valores para definir la función de densidad. El comando  
plot utilizado en la tercera línea proporciona la gráfica pedida en el primer apartado del problema. En 
el dibujo se reconoce rápidamente la forma acampanada de la distribución gaussiana. 
 

 
 
 El siguiente comando trata de  calcular la probabilidad solicitada en el apartado b) efectuando la 
integración de la función de densidad sobre el intervalo de operatividad del satélite. Como se ve, el 
resultado aparece expresado en términos de la función de error que ya se introdujo en uno de los 



27   Integración analítica y numérica con Maple 

Proyecto e-Math          27 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 

ejemplos anteriores. El comando evalf proporciona la representación en coma flotante 
correspondiente al valor que queríamos calcular: el satélite está operativo durante casi un 70% del 
tiempo. A continuación hemos cargado el paquete Student[Calculus1] con la intención de contrastar 
este resultado con el que proporcionan los métodos numéricos explicados en las secciones 
anteriores. Empleando la instrucción ApproximateInt hemos obtenido las aproximaciones 
correspondientes a tres métodos compuestos de integración numérica (en todos los casos con 10 
subintervalos). Obsérvese como, una vez más, el método de Simpson es claramente superior, 
proporcionando cuatro cifras significativas correctas donde los métodos del punto medio y el trapecio 
tan solo consiguen dos. Por último, se ha calculado el valor esperado para la inclinación de la órbita 
del satélite siguiendo un procedimiento similar al del problema anterior, con el fin de resolver el 
problema planteado por la no acotación  del soporte de la distribución. En este caso la integral se 
puede calcular analíticamente sin ninguna dificultad por lo que Maple aporta el resultado de forma 
inmediata. Nótese que el resultado obtenido coincide precisamente con el parámetro m de la 
distribución normal. 
 
Finalizamos esta sección indicando que, debido a la gran importancia que la estadística tiene en 
multitud de aplicaciones, Maple  incorpora el paquete  stat orientado hacia este tipo de cálculos. Este 
paquete proporciona funciones especializadas para el tratamiento estadístico de conjuntos de datos y 
para la evaluación numérica de distintos tipos de distribuciones, así como avanzadas herramientas 
gráficas que permiten presentar visualmente los resultados obtenidos. Por otra parte el lector 
interesado en el área de la probabilidad y la estadista puede consultar los distinto e-books disponibles 
sobre el tema, donde podrá encontrar además de excelentes introducciones, referencias a fuentes 
más avanzadas.  
 
 
 
� � Cálculo de longitudes de arco 
 
Supongamos que queremos medir la longitud del trozo de curva plana definida por la gráfica de una 
función continua derivable  f entre las abcisas a y b.  
 

              
 
Si f fuese una función afín, es decir, f(x)=kx+c con k y c constantes reales, entonces su gráfica sería 
una recta y nuestro problema se reduciría a medir la longitud del  segmento de extremos (a,f(a)) y 
(b,f(b)). Observando el dibujo vemos que esta longitud viene dada por 
  

22 )())()(( abafbfl -+-= . 

 
Supongamos ahora que la función f no es afín y que tenemos que medir la longitud de un segmento 
curvilíneo. Puesto que para arcos rectos sabemos calcular la longitud (como hemos hecho antes), 
una primera idea es aproximar la curva por una recta. Sin embargo, para evitar un error muy grande 
es conveniente dividir previamente la curva en arcos pequeños y aproximar la longitud de cada uno 
de ellos por la del segmento que une sus extremos. La longitud total quedará aproximada por la suma 
de las longitudes de los segmentos.  
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Técnicamente el proceso anterior es sencillo: para dividir la curva damos una partición del intervalo 
[a,b] y justamente los puntos Pi, con abcisa en cada uno de los nodos ti y ordenada en la imagen de 
los nodos f(ti), son los puntos que dividen la curva. Entonces, si denotamos por l(.) a la longitud, 
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Como la función f es derivable en [a,b] el teorema del valor medio garantiza la existencia de un punto 

ix en cada subintervalo de la partición [ti-1, ti]  verificando 
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y por lo tanto tenemos la aproximación  
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Esta es precisamente la suma de Riemann de la función 1)(' 2 +xf  asociada a la partición. 

Cuanto más fina sea la partición, es decir, cuanto mayor sea n, mejor será la aproximación que 
obtenemos de esta manera a la longitud del arco. En el límite, cuando n tiende a infinito, 
conseguiremos exactamente la longitud:   
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De esta forma hemos obtenido una fórmula que nos permite calcular la longitud de un arco de curva 
mediante una integral definida. 
 
PROBLEMA 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Una empresa fabrica tejados que construye ondulando láminas metálicas de forma que el perfil  
del panel resultante es una onda senoidal cuya altura es 0.50 metros desde la línea central. En la 
figura se muestra un panel de longitud 10 metros junto con su sección longitudinal 

                     
La empresa quiere saber qué longitud han de tener las placas necesarias para construir tejados 
que cubran 30 metros.  



29   Integración analítica y numérica con Maple 

Proyecto e-Math          29 
Financiado por la Secretaría de Estado de Educación y Universidades (MECD) 

La función que representa el perfil del panel es  
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La longitud de la plancha metálica será la de la curva dada por f entre 0 y 30. Esta longitud se calcula 
utilizando la fórmula deducida para las longitudes de arco. Necesitamos entonces la derivada de f(x) 
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La longitud será 
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Esta integral, que es una de las llamadas integrales elípticas, no es calculable analíticamente. En la 
siguiente figura ilustramos estos cálculos con Maple. En la salida del último comando se observa que 
no se puede calcular la primitiva de la función dada y, por lo tanto, se deja indicada en términos de la 
integral elíptica.  
 

 
 
En el paquete Student[Calculus1]  de Maple está el comando ArcLength que calcula directamente 
la longitud de arco de la función dada en el primer argumento entre los valores especificados en el 
segundo, como ilustramos a continuación  
 

 
 
Como la integral no es calculable con técnicas analíticas vamos a obtener una aproximación 
numérica a su valor utilizando la regla de Simpson compuesta. Con el manipulador Maple podemos 
comparar la aproximación proporcionada por este método y el valor que calcula Maple utilizando 
métodos numéricos más sofisticados. También ilustramos como influye en la aproximación el 
aumento en el número de subintervalos  
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Por defecto, Maple da las aproximaciones en coma flotante con 10 cifras significativas. Para modificar 
este número se utiliza el comando Digits, que aparece como primera instrucción en la figura 
siguiente, donde le hemos dado el valor 20.  
 

 
 
 
� � Cálculo del trabajo realizado por una fuerza 
 
El concepto físico de trabajo se encuentra estrechamente relacionado con la idea de fuerza.  
Intuitivamente, aunque no sepamos dar una definición formal de lo que es una fuerza, todos 
pensamos en que cuando  actúa sobre un objeto se produce un efecto sobre el mismo que se traduce 
normalmente en su desplazamiento. De esta forma si un objeto se desplaza a lo largo de una 
trayectoria recta descrita  por una  función x(t), la segunda ley de Newton del movimiento  define la 
fuerza F sobre dicho objeto como el producto de la masa del mismo por la aceleración, es decir 
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En el caso de que la aceleración sea constante también lo será la fuerza y entonces se define el 
trabajo realizado por F en el desplazamiento, que denotaremos por W,  como 
 

dFW ×=  
 
donde d es la distancia  recorrida por el objeto.  
 
Consideremos ahora el caso de un desplazamiento recto entre las posiciones a y b producido por una 
fuerza no constante  que depende de la posición del objeto, es decir, F=F(x) con a �  x �  b.   En este 
caso podemos dividir el desplazamiento total en pequeños desplazamientos, lo que se consigue 
dando una partición regular del intervalo [a,b]  

btttta nn =<<<<= - 110 �  

y en cada uno de los subintervalos de la partición aproximamos  la fuerza por una constante que es 
precisamente el valor que toma en un punto arbitrario del subintervalo: [ ]iiii ttxxF ,),( 1-Î . Entonces 

el trabajo en cada uno de los pequeños desplazamientos se puede aproximar por   

iiiii txFttxF D=- - )())(( 1  y esta aproximación será tanto mejor cuanto más pequeña sea la 

longitud del subintervalo. El trabajo total queda aproximado por 
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Como la aproximación mejora conforme aumentamos n, definiremos el trabajo como  
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Ejemplo 

Supongamos que un objeto se desplaza horizontalmente por acción de una fuerza que aumenta 
cuando éste se aleja de su posición inicial según la ecuación F(x)=5x2+2, donde x es la distancia 
recorrida por el objeto.  El trabajo realizado por esta fuerza para llevar el objeto desde su posición 
inicial a una distancia de 5 unidades es  
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