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VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

Autores: Rafael Garcia Martin (rgarciamart@uoc.edu), Francisco J. Faulin Fajardo (ffaulin@uoc.edu).

INTRODUCCION

En este math-block titulado "Variables aleatorias discretas"” se describen algunas de las
variables aleatorias, creemos que las mas aplicacion tienen en el ambito del método MonteCarlo, y la
forma en que pueden ser tanto analizadas (tabular y graficamente) como simuladas a través de Excel.

Para cada una de las v.a. presentadas se muestra: una pequefia descripcion de las
aplicaciones que pueden encontrarse en la literatura, la funcidon de probabilidad y distribucion, sus
estadisticos principales y sus propiedades tedricas, fundamentalmente respecto a otras variables
aleatorias con las que pudieran estar relacionadas.

Para cada una de ellas se presenta un método de generacién de muestras aleatorias. El lector
notara que se ha hecho un esfuerzo por evitar que los mecanismos de generacion se basen, contrario
a lo que es habitual, en cddigo VBA.

Varias son las razones que nos han movido a ello, en primer lugar evitar la aparicion,
inevitable, de las macros que contuvieran dicho cédigo y que, queramoslo o no, arrojan siempre una
sombra de amenaza para la integridad de nuestros ordenadores; en segundo lugar para reivindicar la
capacidad de Excel - de las funciones propias de la hoja - para realizar tareas de mediana complejidad
a espaldas de un cddigo que, aunque sumamente inteligible, implica en cualquier caso un aparato
inevitable no siempre bien asumido por el usuario final.

Finalmente, la generacion de v.a. a través de cddigo VBA, o de cualquier otro lenguaje de
programacion, esta lo suficientemente bien tratada en la literatura como para que el lector que
prefiera la utilizacion de métodos diferentes a los aqui expuestos no tenga ningun dificultad para
encontrar informacion profusamente desarrollada.

OBJETIVOS
Presentar al estudiante los conceptos basicos de las variables aleatorias discretas y
proporcionar una herramienta, basada en Excel, para su analisis y simulacion.

RELACION CON OTROS DOCUMENTOS,

Este math-block es complementario del titulado Variables aleatorias continuas con el que,
como es légico, comparte muchas caracteristicas. Este documento hace mencién a una serie de hojas
de calculo con las que se complementa (Binomial.xls ; BinNeg.xls ; Geometrica.xls ; Hipergeo.xls ;
Poisson.xls ; UniDisc.xls ).
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Binomial

Usos.

Una v.a. Binomial representa el numero de éxitos que ocurren en n repeticiones
independientes de un ensayo de Bernouilli cuya probabilidad de éxito es p. Asi, se distribuyen de esta
forma magnitudes como el nimero de piezas defectuosas en un lote de tamafio n (moderado)
cuando cada pieza tiene una probabilidad p de ser defectuosa; el tamafio de un conjunto si éste es
aleatorio y no demasiado grande; el nimero de articulos demandados en un almacén; el
nimero de encuestados que estan a favor de determinada cuestion y un cuantioso etcétera.

Notacion y parametros.
La notacién habitual es X~B(n,p).
Probabilidad y Distribucion.

La funcion de probabilidad es:

n
p(x)= , P'(1 p)' *

La funcion de distribucion es:

_ & (n X1 my1-X

Fo) =3 |5 [P*(-p)
i=0

Estadisticos.

La media y varianza son (respectivamente):
np ; np(l-p)

Propiedades.

Si (Xy,X3,..Xm) ~B(n;,p) entonces (X;+Xo+..+Xm)~B(ni+ny+..ny,,p); si X~B(n,p) entonces la
variable (n-X)~B(n,1-p). La distribucidn es simétrica solo si p=1/2

Generacion.

Puesto que Excel cuenta con una funcion para la inversa de la funcion de distribucion, la
generacion de variables aleatorias puede hacerse directamente por inversion utilizando la férmula
siguiente:

=BINOM.CRIT(n;p;ALEATORIO())

Caracterizacion.
Véase el Anexo 3 Procedimiento genérico de estimacion de parametros.
Hoja de calculo.

El fichero Binomial.xls es una plantilla para la generacion y analisis de la distribucion Binomial
en Excel asi como para la estimacion de parametros a partir de una muestra aleatoria. Su aspecto es
el siguiente:
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0.20 - BINOMIAL(n,p)
i Ensayos (n) _ =
0,18 30 ¥
0,16 - Pr. Exito (p) _«
0,67 -
L Muestra_«
300 «
0,12
010 - Estadisticos
b Teoricos Muestra
Minimo 12 12
0,08 - Meda 20,10 20,02
Moda 20
0.06 - Maximo 27 28
b Varianza 6,6 7,9
0,04 - Bondad del generador
X2 22,4901
GL 16
0,02 1 p.vabr  0,0956
0,00 Algoritmo de generacion
NMTNONOOAO - NMST L ON BINOM.CRIT (n; p; ALEATORIO())
I A A A A A A AN ANANANAN NN

Binomial Negativa

Usos.

Una v.a. Binomial negativa representa el nimero de fracasos que ocurren hasta obtener el n-
ésimo éxito en la realizacion de ensayos de Bernouilli con probabilidad p de éxito. Asi, el nlimero de
articulos examinados de un lote hasta que aparece el n-ésimo defectuoso; el nUmero de
candidatos a entrevistar cuando se quiere formar un equipo de n personas idoneas para un puesto
de trabajo; el nlmero de melocotones que un cliente exigente manipula antes de conseguir
un kilo de ellos que satisfagan sus criterios; etc.

Notacion y parametros.
La notacién habitual es X~NegBin(n,p) o, a veces, BN(n,p).
Probabilidad y Distribucion.

La funcién de probabilidad es:
n+X-1
p(x) = ( )p"(l -p)X
X
La funcion de distribucion es:
i=X .
n+i-1 ;
F(x) = 2[ : )p"(l -p)’
i-o\ !
Estadisticos.

La media y varianza son respectivamente.
nil-p) . n(-p)
P p2
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Propiedades.

Si (X1,X3,..Xm)~BN(n;) entonces (X;+Xo+..+Xn)~BN(ny+ n,+.. n ). También es conocida como
distribucién de Pascal o distribucion de Polya. Se verifica que BN(1,p) = Geom(p).

Generacion.

Excel cuenta con una funcidn para la distribucion y probabilidad de la Binomial Negativa
aunque no con la inversa de la distribucion. No cuenta tampoco con la posibilidad de obtener
muestras aleatorias a partir del mddulo de Analisis de Datos + Generacion de nimeros aleatorios.

En cualquier caso es posible obtener nimeros que se distribuyan segin una esta distribucion
utilizando la férmula siguiente’:

BINOM.CRIT(DISTR.GAMMA.INV(U;n;(1-p)/p)/&;:€;U)

siendo € un nimero suficientemente pequero (obtendremos buenos resultados cone = 0,0001) y U la
Uniforme (0;1), es decir U = ALEATORIQ().

Hoja de calculo.

El fichero BinNeg.xls es una plantilla para la generacion y analisis de esta distribucion:

450 - BINOMIAL NEGATIVA (n,p)
Intentos (n) =«
v
£ 2N Pr. Exito (p) =«
0,47 <«
35,0 Muestra =
300 «
30,0
25,0 -
Estadisticos
20,0 - Teoricos Muestra
Minimo 0 1
Media 8 8
Moda 7
15,0 7 MaxmoEEEEae 21
Varianza 16,79 15,48
10,0 - Bondad del generador
X2 30,3827
GL 26
50 p.valor 0,2103
Algoritmo de generacion
BINOM.CRIT(DISTR.GAMMA.INV(U; n; (1-p)/p)/e; ;U)
0,0 - con U=ALEATORIO() y £=0,0001
O N ¥ W 0 O N & VU 0o O N
— = —= N N
Geométrica
Usos.

Una v.a. Geométrica representa el niUmero de fracasos que ocurren hasta obtener el primer
éxito en la realizacion de ensayos de Bernouilli con probabilidad p de éxito. Asi, el nlmero de
articulos examinados de un lote hasta que aparece el primer defectuoso; el nimero de

! Por composicién siguiendo una conocida propiedad de la distribucién BN, véase por ejemplo [3].
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candidatos a entrevistar cuando se quiere encontrar una Unica persona idonea para un puesto de
trabajo; el nlimero de melones que un cliente exigente manosea antes de conseguir aquél
que satisface sus criterios, etc.

Notacion y parametros.

La notacién habitual es X~Geom(p) o, a veces, G(p)-
Probabilidad y Distribucion.

La funcién de probabilidad es:

p(x) =p(1-p)*
La funcion de distribucion es:

F(x)=1-(1-p)**
Estadisticos.

La media y varianza son respectivamente.
i-p) . (1-p)
P p2
Propiedades.

La primera propiedad es evidente: se trata de una particularizacion de la binomial negativa, es
decir, se verifica que BN(1,p) = Geom(p). Si (Xi,X5,..Xm)~G(p) entonces (X;+X,+..4+X,)~BN(m,p).

Es el equivalente discreto de la Exponencial en el sentido de que es la Unica distribucion
discreta que "no guarda memoria" ya que el nimero de fallos ocurridos hasta un instante dado no
modifica la probabilidad de que el préximo intento sea un éxito.

Generacion.

Excel no cuenta con una funcién para la distribucion y probabilidad de la distribucion
Geométrica, sin embargo es facil generar muestras aleatorias por inversion de la funcion de
Distribucién utilizando la formula siguiente

REDONDEAR.MENOS(LN(ALEATORIO())/LN(1-p);0)

Caracterizacion.
Es trivial ya que se verifica que:
A 1
P= i(n) +1
Hoja de calculo.

El fichero Geometrica.xls es una plantilla para la generacion y analisis de esta distribucién:
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0,40 GEOMETRICA(p)
Probabiidad (p)
0,31—
0,35 | B
0,30 Muestra _ «
300~ |
0,25
0.20 Estadisticos
! Teodricos Muestra
Minimo 0
1 Media 2,23 2,24
0,15 Moda 0 0
Maximo 0 14

Varanza 7,18 8,16
0,10
Bondad del generador
X2 37,8075
GL 1
p.valor 0,0041

0,05

Algoritmo de generacion
O AN MTLONODONO N M 0O N o REDONDEAR.MENOS(LN(aleatorio())/LN(1-p);0)
R TR o T o B B B B B B o |

0,00

Hipergeométrica

Usos.

Una v.a. Hipergeométrica representa el nimero de éxitos que ocurrirdn cuando de una
poblacion en la que hay N objetos cuya eleccion se considera (arbitrariamente) un éxito y M-N
objetos fracaso, se extrae una muestra, sin repeticion, de tamafio n. Es importante notar que el
muestreo se hace sin repeticion, es decir sin devolver los objetos al seno de la poblacién antes de
cada ensayo, ya que esta caracteristica es la Unica que diferencia esta distribucion de la distribucion
binomial.

Se distribuyen segin una Hipergeométrica magnitudes tales como el nimero de hombres (o
de mujeres) que incluye una seleccion al azar de un grupo en el que ambos géneros estan presentes,
el nUmero de temas estudiados por un opositor que ha decidido estudiar sélo unos cuantos del
temario de su oposicion cuando el examen consta de varios temas, etc.

Notacién y parametros.

La notacion habitual es X~HiperGeom(n,N,M) o también X~H(n,N,M). Todos los
parametros deben ser ldgicamente positivos y representan: n el tamano de la muestra extraida; N el
numero de éxitos que contiene la poblacion; M el nimero total de elementos de la poblacion.

M -M
p(x)=[—Jx X

|
F(x) = @: i I'\L__':"J
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Estadisticos.

La media y varianza son:

o (N

Es evidente que ha de verificarse que: Max(0,n - N+ M) < X <Min(M,n)

Propiedades.

Generacion.

Excel cuenta con una funcion para la distribucion y probabilidad, no cuenta sin embargo, con
la posibilidad de obtener muestras aleatorias (Analisis de Datos). Sin embargo, es posible obtener
ndmeros que se distribuyan segin esta distribucion a través de la férmula matricial siguiente?:

COINCIDIR(ALEATORIO();
1-PROBABILIDAD(FILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1;
DISTR.HIPERGEOMFILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1;n;N;M)
FILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1;n+1);1)
-1)

Hoja de calculo.

El fichero Hipergeo.xls es una plantilla para la generacién y analisis de esta distribucion:

03 - HIPERGEOMETRICA (a,b,c)

Muestra (a) =
21

Exitos (b) =«
0,3 - 3/

Total (c) _ ~

60 «

0,2 Muestra
300 «

Estadisticos
0.2 - ) Teoricos Muestra
! Minimo 0 6
Media 12 12
Moda 12
Maximo 21 17
Varianza 3,37 3,51
0,1 -
Bondad del generador
X2 10,6794
GL 22
p.valor 0,9687
0,1 -
Algoritmo de generacion
(Ver Documento)
0,0 -

Or-ri AN MITINUONOOAO—TAMITNONOONO
A A A A A A A A AN N

2 Véase el procedimiento genérico expuesto en el Anexo II de este documento.
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Poisson

Usos.

Una v.a. de Poisson es en realidad una v.a. Binomial llevada al limite, es decir cuando n—e
(aunque basta con que sea suficientemente grande) y p—0 (aunque basta con que sea
suficientemente pequefio).

En general cualquier suceso "raro" puede ser perfectamente modelizado por un v.a. de
Poisson, ejemplos tipicos son el nlimero de remaches defectuosos en un avion (porque un avién
puede llegar a tener varios millones de ellos y al ser un mecanismo tan simple es realmente dificil que
sea defectuoso); el nimero de erratas en un libro (que contiene un gran nimero de palabras que
dificilmente estan mal escritas); el nimero de llegadas a un servicio ( o de llamadas a un call-
center) si la distribucién entre los tiempos es exponencial; el niumero de accidentes laborales en
un mes en una gran empresa; el nlmero de personas que entran en un supermercado en
un minuto; el nimero de personas residentes en una gran ciudad que en un dia sufren un
infarto; etc.

Notacion y parametros.
La notacion habitual es X~Poisson(A). El Unico parametro debe ser positivo A>0.
Probabilidad y Distribucion.

La funcién de probabilidad es:
e X
x!

p(x) =

La funcion de distribucion es:
L
F(x)=e }%ﬁ
i=

Estadisticos.
La media y varianza coinciden en el Unico parametro A.
Propiedades.

Si (Xq,X3,..Xmm) ~Poisson(;) entonces (X;+X,+..+X,)~Poisson(Ai+ A >+.. A ).

Generacion.

Excel cuenta con una funcién para la distribucion y probabilidad de Poisson, cuenta también
con la posibilidad de obtener muestras aleatorias asi distribuidas (Herramientas + Analisis de Datos +
Generacion de nimeros aleatorios). En cualquier caso es posible obtener nimeros aleatorios que se
distribuyan seglin una Poisson de parametro 2, utilizando la formula siguiente:

BINOM.CRIT(A/0,001;0,001;ALEATORIO())
Caracterizacion.
El parametro A puede ser estimado faciimente de la forma siguiente:
=X
Hoja de calculo.

El fichero Poisson.xls es una plantilla para la generacion y analisis de esta distribucion:

Proyecto e-Math 8
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0,20 POISSON(A)
_ =
0,18 6,90
0,16 -
Muestra &
0,14 - 230w
0,12 -
Estadisticos
0,10 Tedricos Muestra
Minimo 0
0,08 - Media (A) 6,90 6,99
y Moda %/////////{///{/////////% 165
aximo
0,06 Varianza () 6,9 6,88
| Bondad del generador
0,04 %2 23,2976
GL 17
0,02 - p.valor 0,1060
Algoritmo de generacion
0,00 - BINOM.CRIT($1$6/0,001;0,001; ALEATORIO())
O N MTWLWOUNODOO-AANMST 1N O
™ v~ e

Uniforme (Discreta)

Usos.

Esta v.a. es el equivalente discreto de la de mismo nombre dentro de las distribuciones
continuas. Se utiliza cuando un conjunto de posibles resultados es igualmente probable: el
nimero de veces que aparecera cada una de las caras de un dado regular; el digito final
de los niimeros premiados en la loteria, etc.

Notacién y parametros.
La notacidn habitual es X~UD(a,b). Se verificaquea<X<bya<b.
Probabilidad y Distribucién.

La funcion de probabilidad es:

1
p(x)—m x={a,a+ta+2...b 2b 1b}

La funcion de distribucion es:

X-a+1
Fix) = a-b+1
Estadisticos.
La media y varianza son:
a+tb  (a-b+ 1)2 -1
2 ! 12

Generacion.
Excel cuenta con una funcidn directa para generar muestras aleatorias asi distribuidas
ALEATORIO.ENTRE(a;b)

Proyecto e-Math 9
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Caracterizacion.

Variables aleatorias discretas

Los parametros pueden ser estimados facilmente de la forma siguiente:

Hoja de calculo.

a=min{X,} ; b=max{Xy}

El fichero UniDisc.xls es una plantilla para la generacion y analisis de esta distribucion:

0,08 -

0,07

0,06 -

0,05 -

0,04

0,03

0,02

0,01

0,00

—ONMTLNON OO —ANM
—

UNIFORME DISCRETA(a,b)

Minimo (a) _=

1 =
Maximo (b) _= |
22
Muestra _«
300 «
Estadisticos
Teoricos Muestra
Minirg_o 11150 11184
Media 0 ’
y Moda %////////////4///{////////////%%////////////{//{/////////////
aximo
Varianza 36,8 41,5
Bondad del generador
X2 11,5200
GL 21
p.valor 0,9517

Algoritmo de generacion
ALEATORIO.ENTRE(a; b)

Proyecto e-Math
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Anexo 1 Hoja Patrén para las variables aleatorias discretas.

Cada una de las hojas de calculo dedicadas al analisis de una distribucion esta dividida en seis
partes. Cinco de ellas son externamente visibles y se han utilizado para presentar la informacion
grafica y numérica que describe la distribucion de que se trate para la configuracion de parametros
elegida por el usuario. La sexta, que permanece oculta bajo las anteriores, esta dedicada a recoger la
muestra aleatoria generada bajo el algoritmo propuesto y la tabulacion de ésta junto con la
distribucion tedrica, tabulacion sobre la que se basa la descripcion grafica visible de la distribucion.

A la vista del usuario aparecen las zonas siguientes: parametros y calculos auxiliares, grafico,
comparacion de los estadisticos tedricos con los muestrales y la descripcion del algoritmo, o
algoritmos, de generacion de variables aleatorias.

Gréfico ) Parémetro'sf y
—\\§,18 ) calculos aume& POISSON(L)
R
0,16 - 6,00 ~
0,14 7 Muestra _«
930 ~
0,12 Comparacidn
de estadisticos
0,10 - & . ..
Estadisticos
Teodricos Muestra
0,08 Minimo 0 1
Meda () 6,90 6,97
- Moda!. = 6
0,06 - Andlisis de la Maximo 17 15
bondad del farianza (1) 6.9 7.20
generador
0,04 - Bondad del generador
Tl x2 19,1476
GL 17
0,02 - p.valor 0,2611
Algoritmo de generacion
0,00 - INOM.CRIT($1$6/0,001;0,001; ALEATORIO())
Algoritmo de Z

generacién de v.a.

Parametros y Auxiliares.

En esta zona se indica el nombre comin, no abreviado, de la variable aleatoria, sus
parametros, asi como un control que permite al usuario variar tanto el valor de los parametros como
el tamafio de la muestra aleatoria que se generara.

POISSON(A)

Parametro(s) A _a 0
6,90_~ | 17

Nombre

Calculos auxiliares
Muestra _& no visibles:
930 + | A1:A930 Minimo, Maximo
Tamano de la —_— y Datos
muestra a generar
Proyecto e-Math 11
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Tamano de la muestra Se controla por formulario, el valor maximo es 300 que
simulada puede ser modificado en las propiedades del selector.
En realidad se trata del valor critico para el 1% o el 5%.
Calculado utilizando bien el algoritmo de generacién con

Muestra

Valor minimo teorico de

Minimo un U forzado al valor correspondiente (0,01 0 0,99),
los datos. . . s A
bien utilizando la funcidn de distribucion inversa cuando
existe para esos mismo valores
Maximo Analogo al minimo Id al anterior.
Direccion en la que se Colocaremos la muestra siempre en la primera columna
Datos encuentra la muestra de manera que su direccion sera
simulada ="Al:A" & Muestra

Comparacion de los estadisticos.

Se calculan tanto los estadisticos tedricos de la distribucion para los parametros elegidos como
los observados en la muestra generada. Esta comparacion se hace Unicamente a efectos informativos
y no tiene ningun valor de contraste de hipdtesis.

Es necesario adecuar para cada v.a. los estadisticos tedricos empleados, los muestrales se
construyen con las funciones de Excel aplicadas al rango de datos simulados.

Estadisticos
Teodricos Muestra
Minimo  -7,00 -116,81
Media 0,00 3,88
o Méximo 7,00  1053,49
Estadisticos Varenza. === ==

Analisis de la bondad del generador.

Se realiza una prueba de bondad del ajuste de la muestra obtenida, a través del algoritmo de
generacion propuesto, a la distribucion tedrica esperada. Los resultados que se muestran son: valor
del estadistico (%), grados de libertad (GL), probabilidad asociada a la hipdtesis nula (p.valor) de
ajuste a la distribucion especificada.

Resultados de la prueba \\

de bondad del ajuste de

la muestra obtenida a la Bondad del generador
distribucién tedrica / x2 19,1476

GL 17
p.valor 0,2611

Algoritmo de generacién de la v.a.

Se describe la sintaxis del algoritmo empleado en la generacion de la muestra aleatoria en
términos de las funciones de Excel.

Algoritmo de generacion
BINOM.CRIT($$6/0,001;0,001; ALEATORIO())

Proyecto e-Math 12
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0,18 -

Graficos 0,16 -

Funcion de probabilidad de la v.a. e
histograma de los datos simulados. Los g4 -
rangos son X vs Den para la probabilidad de la
v.a. y X vs f1_s para el histograma segun los

nombres descritos en el siguiente epigrafe. Oz =
0,10 -
0,08 -
Tabla
0,06 -

Oculta tras los graficos se encuentran la
tabla en las que se realizan los célculos que
permiten la representacién grafica tanto de la 004 -
variable aleatoria tedrica como de la muestra
simulada. 0,02 -

La descripcion de los epigrafes de la tabla
y del contenido a los que éstos se refieren es la g
siguiente: ’

O AN MITLONODOANNTO = ANM T LN OMN
R B B R B ]

El primer valor es Minimo + Delta, los

demas se calculan como L(-1)C + Delta

Funcién de probabilidad tedrica evaluada
Probabilidad de Ia en cgda punto de X. Se utili,zan las .

Den v.a. funciones de Excel cuan,do éstas existen
o bien se construye la formula
manualmente

Frecuencia absoluta = NUmero de observaciones de la muestra

X Rango de la v.a.

Den n fls f3s
0,001008 1 0,0011 0,9
0,006954 5 0,0054 6,5
0,023990 24 0,0258 22,3
0,055178 54 0,0581 51,3
0,095182 96 0,1032 88,5
0,131351 127 0,1366 122,2
0,151053 125 0,1344 140,5

_ de la muestra en en cada clase de X. Es matricial. 0,148895 140  0,1505 138,5
" funcién de los = {SUMA(SI(INDIRECTO(Indirecto)=X;1;0 Oizg 2 7 4lzag Ay
i1 0,098457 98 0,1054 91,6

valores de X s 0,067935 53  0,0570 63,2

0,042614 42 0,0452

. Para cada clase, se calcula dividiendo la 39
Probabilidad de la 0,024503 26  0,0280 22,8
12

fl_s frecuencia absoluta de la clase entre el

e n e E B voNoUuhwNROX

muestra ~ 0,013005 12 0,0129 .1
tEama”O de la m”eStlra;l o g 0,006410 8  0,0086 6,0

. s necesaria para el calculo de 0,002949 2 0,0022 2,7

f3_s fergfilé(aenua absoluta estadistico x? que se usa para comprobar 888(1%{% 8 88888 (1)§
la bondad del método de generacion. '#N/A 0 O:OOOO #I\i/A

o o _ #N/A 00,0000 #N/A

Todas las hojas tienen definidos una serie de nombres #N/A 0 0,0000 #N/A

que permiten, adaptando en cada momento el rango horizontal #N/A 0 0,0000 #N/A
#N/A 0 0,0000 #N/A

del grafico al dominio mas probable (99,9%) de la variable
aleatoria segun la configuracion de parametros elegida por el usuario realizar, el grafico a partir de la
tabla de datos.

Estos nombres® y su significado son los siguientes:

U | =ALEATORIO()

X | =DESREF(BinNeg!$B$3;1;1;1+BinNeg!$L$5-BinNeg!$L$4;1)
Den | =DESREF(BinNeg!$B$3;1;2;1+BinNeg!$L$5-BinNeg!$L$4;1)

n | =DESREF(BinNeg!$B$3;1;3;1+BinNeg!$L$5-BinNeg!$L$4;1)
f1_s | =DESREF(BinNeg!$B$3;1;4;1+BinNeg!$L$5-BinNeg!$L$4;1)
f3_s | =DESREF(BinNeg!$B$3;1;5;1+BinNeg!$L$5-BinNeg!$L$4;1)

3 Nétese que los rangos aparecen precedidos siempre del nombre de la hoja, en este caso BinNeg!.

Proyecto e-Math 13
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Anexo 2 Procedimiento genérico para la obtencién de v.a. discretas.

Con frecuencia sera necesario generar muestras aleatorias que se distribuyan con arreglo a
una distribucion discreta que ha sido definida por el usuario. Es decir, nos enfrentaremos al problema
de simular una distribucién especificada en la forma siguiente {X,P}, en donde X = {X; Xa,.. X;,...Xn}
se refiere al posible conjunto de posibles valores de la variable aleatoria, conjunto cuyos elementos
pueden ser nimeros naturales (consecutivos o no) o tal vez codigos, dependiendo de la naturaleza de
la variable y de la escala en que ésta ha sido medida, y en donde P = {P; P,,.. P;,...P,} se refiere a las

probabilidades de que X tome precisamente esos valores:
Vie {1,2,..,1,.n}0<P; <1

;Pi=1

Excel cuenta con un mecanismo para la generacion de variables aleatorias cuya
distribucion se especifica de esta forma, supongamos que queremos generar muestras

de la variable X definida de la forma siguiente:

X = {A, B, C,...., O, P} con probabilidades {0.0071651,...,0.031153} (vease la

tabla)

Lo primero que debemos tener en cuenta es que Excel no admite valores no
numéricos en el dominio de X de manera que sera necesario sustituirlos por los enteros
naturales, hecho esto invocamos el médulo® de Generacién de v.a. en la forma:
Herramientas + Analisis de Datos + Generacion de nimeros aleatorios". Hecho esto
obtendremos un formulario en el que deberemos elegir la opcion adecuada, en este caso

la opcion Discreta.

Generacin de nimeros aleatorios m

Mamero de variables: I Aceptar

Cantidad de nimeros aleatorios: |1E| Cancelar

L

Distribucion: IDiscreta j Ayuda

Arametros

Rango de entrada de valores y probabilidades:

0,071651
0,077882
0,077882
0,077882
0,062305
0,062305
0,062305
0,062305
0,062305
0,130841
0,031153
0,031153
0,034268
0,093458
0,031153
0,031153

VOZXrRw—I6OMmMOOw>

Esta opcidn esta "caracterizada por
un valor y el rango de probabilidades
asociado. El rango debe contener dos
columnas. La columna izquierda debera
contener valores y la  derecha
probabilidades asociadas con el valor de
esa fila. La suma de las probabilidades
deberda ser 1".

|$c4:4D$19 |
g Discre_xls !EIB
AE|C O EIFIG]
Iniciar con; I 3 X F
il A0 0,071651 5 F
pciones de salida 5 B 1 0077832 1B
& Rango de salida: |sa$1:5G510 Y 6 C 2 0,077832 8 I
" En una hoja nueva; I i O 30077832 131N
= ; g El 4 0062205 120
" En un libro nuevo 9 F| S 00622305 14/ O
10 G & |0,062305 oA
i1 H 7 0,062305 5 F
1z & 0062305 130
. _ ) i3 1 9 0,1=20241 1B
La "cumplimentacion" del formulario podria 14 K 10 0,031153
ser como la descrita en esta pagina. Una vez 15 L 110021153
obtenidos los valores, bastaria con utilizar las 16 M 12 0034258
funciones de Excel para recuperar los valores reales 17 M 12 0,092458
de la variable a partir de los codigos numéricos | 18| © 14 0,031153
obtenidos. 19 P 15 0,031153 |
20 O
21 v
M4 ihHoja1 Sl | [

* Para su uso es necesario haber habilitado previamente el médulo de "Andlisis de Datos"

Proyecto e-Math
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Este método tiene la ventaja de ser inmediato y requerir relativamente poco esfuerzo al
usuario, sin embargo presenta desventajas, la fundamental derivada del hecho de que la obtencién de
la muestra no esta integrada en la hoja de trabajo. No menos importante que esta es el hecho de que
sélo hay posibilidad de generar un pequefio nimero de variables aleatorias.

Una alternativa a este método se basa en el empleo de las formulas matriciales, mecanismo
de extraordinaria potencia, que faculta al usuario (avanzado) de Excel para realizar potentes calculos
que no han de plasmarse forzosamente en celda alguna sino que permanecen en memoria hasta que
necesitamos de sus resultados.

Antes de ello es conveniente recordar las prestaciones de una de las funciones de libreria de
Excel menos conocida, nos referimos a la funcion PROBABILIDAD, funcion que usada
convenientemente nos proporciona la distribucion de frecuencias acumuladas de una variable a partir
de su distribucion de frecuencias relativas.

Supongamos el ejemplo anterior con una distribucion de probabilidad definida sobre la
variable X de la forma {P;P,,.. P;...P,} tal como aparece en la tabla, asignemos en primer lugar el
nombre P al vector (columna) de las probabilidades:

0,071651
0,077882
0,077882
0,077882
0,062305
0,062305
0,062305
0,062305
0,062305
0,130841
0,031153
0,031153
0,034268
0,093458
0,031153
0,031153

VOZXZrRw—=IOMMOOwm>

Por comodidad asignemos también el nombre U a la féormula simple =ALEATORIO(), y
notemos que al asignar al nombre Sec la formula =FILA(INDIRECTO("A1:A"& FILAS(P)))
acabamos de crear un vector (columna) que contiene los n primeros nimeros naturales siendo n la
longitud de nuestro vector de probabilidades.

ABlc] D [EF[G] H | I | ] | K
3 X P
4 A 00071651} o F
5 | B 110,077832) PEIIGEIITE (2] x]
6 C 2.0,077882! o m
,7‘ D 3 :D,D??ng: HOMmMBOres en el laro. 4 t3
g E 4 .0,062305! E
9 F | 510,062305)
10 | G 60,062305) -] Carrar |
11 | H 7.0,062305)
12| 1 8,0,062305] Agregar |
13| 1 910,130841]
14 | K 10:0,031153] Eliminar |
15 | L 11i0,031153)
16 | M 12i0,034268!
17 | M 1310,093458)
18 | QO 14.0,031153} |
19 P 1510031153
% Se refiere a:
55 |=Hojal!$D$4 $D$ 19 %]
23
Proyecto e-Math 15
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Pues bien, la formula =1-PROBABILIDAD(Sec;P;Xi;FILAS(P)) nos proporciona, la
probabilidad de que se produzca un suceso x<X; por lo que al asignar al nombre Gen la formula
matricial:

={COINCIDIR (U;1-PROBABILIDAD(Sec;P;Xi;FILAS(P));1)}

obtendremos un valor del vector X= {X1,X2,.. Xi,...Xn} distribuido segun P = {P1,P2,.. Pi,...Pn}, y si la
verdadera naturaleza de la variable (que recordamos hemos codificado de forma numérica) se
encuentra en el vector Nom, la férmula

={INDICE(Nom;+COINCIDIR (U;1-PROBABILIDAD(Sec;P;Xi;FILAS(P));1)1)}

proporcionara, cada vez que sea invocada en una celda, un valor de Nom&X distribuido segln P. El
libro UniDisc.xls contiene una hoja en la que aparecen estos calculos, su aspecto es el siguiente:

Nom X P Sec PRO| Xgen Ngen
A 0 0,071651 1 0,00 13 M
B 1 0077882 2 0,07 4 D PRO = 1-PROBABILIDAD(Sec;P;E#;FILAS(P))
Cc 2 0077882 3 0,15 6 F Xgen = COINCIDIR(U;1-PROBABILIDAD(Sec;P;Sec;FILAS(P));1)
D 3 0077882 4 0,23| 10 J Ngen = INDICE(Nom;Xgen)
E 4 0,062305 5 0,31 4 D
F 5 0,062305 6 0,37 7 G
G 6 0,062305 7 0,43 2 B
H 7 0062305 8 0,49 9 I
I 8 0,062305 9 0,55 8 H
J 9 0,130841 10 0,62 7 G
K 10 0,031153 11 0,75 2 B
L 11 0,031153 12 0,78 6 F
M 12 0,034268 13 0,81 1 A
N 13 0,093458 14 0,84 5 E
O 14 0,031153 15 0,94 3 C
P 15 0,031153 16 0,97 10 J
3 C
7 G
16 P
4 D
3 C
6 F aDiscrE.:u:ls B
10 J —
4 D . A2 B . D) E F 3 H I :‘
By , _ 2 | [FORMULA " J
Tambien contiene una hoja que 3 ~ -
permite la generacion de una 4 Puntos 16 —— Tamarfo 215
variable aleatoria especificada por el o | B
usuario. En la parte superior ? ) 2
aparecen los controles que permiten 5 ROtpﬂL“IOE g 56’5%0 E2”1" 1 ET ZD
|nd|ca,r el numero de pun'Eos que 9 B 010?165 1o 16:?4
tendra la variable Yy el tamano de la 10 o 0,14953 25 16,74
muestra que se desea generar. 11 O 0,22741 17 16,74
12 E 0,30530 15 13,40
~ 13 F 036780 11 13,40
Puntos 16 ——| Tamaifo 215 —( 14 ] 042991 5§ 13,40
| | 15 H 0,49221 8 13,40
Una vez elegidos los puntos de la i? 5 gg?ggg 281 égi’g
variable el usuario puede introducir | 15 K 074766 10 6 70
los valores de P, bien directamente, | 19 L 077882 7 6,70
bien a través de pesos asociados a 20 ] 12 11 003427 0,80997 8 7,37
los diferentes puntos. 21 M 12 20 0,09248 0,84424 24 20,09
= 9] 14 10 0,032115 0,93769 10 &,70
23 = 15 10 003115 0,26885 10 &,70
2 -
[ 4[> [ M Anexoll Discreta / 14 | [
Proyecto e-Math 16
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El resultado final incluye: la distribucion de frecuencias tedricas inducida por los pesos
elegidos por el usuario , Prob F(x), las frecuencias absolutas empiricas (Em) y tedrica (Te), el
resultado de la prueba de bondad del ajuste y un grafico de la distribucién de la muestra generada,
los propios valores que componen la muestra generada tanto en términos de los valores numéricos
como de los rétulos a éstos asociados.

Proyecto e-Math
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FORMULA ™
- - Media 6,79 (6,7)
Puntos 16 —— Tamaio 215 — Varianza 23,37
~ v Moda C
Rétulos X Pesos Prob  F(x) Em Te /Juste(x2) 0,1049
A 0 23 0,07165 0,00000 21 15,40
B 1 25 0,07788 0,07165 12 16,74
C 2 25 0,07788 0,14953 25 16,74 30
D 3 25 0,07788 0,22741 17 16,74
E 4 20 0,06231 0,30530 15 13,40
F 5 20 0,06231 0,36760 11 13,40 25
G 6 20 0,06231 0,42991 8 13,40
H 7 20 0,06231 0,49221 8 13,40
I 8 20 0,06231 0,55452 8 13,40
] 9 42 0,13084 0,61682 21 28,13 20
K 10 10 0,03115 0,74766 10 6,70
L 11 10 0,03115 0,77882 7 6,70
M 12 11 0,03427 0,80997 8 7,37
N 13 30 0,09346 0,84424 24 20,09 15
0 14 10 0,03115 0,93769 10 6,70
P 15 10 0,03115 0,96885 10 6,70
10
5
0
Muestra

17
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El procedimiento genérico expuesto en este apéndice es el aplicado para la obtenciéon de
muestras aleatorias de una variable hipergeométrica.

Para ello hemos sustituido el vector P, anteriormente definido por el usuario, por la
distribucion de probabilidad calculada por Excel para los valores de los parametros introducidos por el
usuario. La formula es algo mas complicada pero su justificacion es analoga a la descrita
anteriormente:

{=COINCIDIR(ALEATORIO();
1-PROBABILIDAD(FILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1;
DISTR.HIPERGEOMFILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1;n;N;M)
FILA(INDIRECTO("A1:A"&n+1))-1;n+1);1)

-1)}

Proyecto e-Math 18
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Anexo 3 Procedimiento genérico de estimaciéon de parametros.

El procedimiento estandar para la caracterizacion de cualquier variable, es decir para la
estimacion de los parametros de la distribucion a partir de una muestra aleatoria de ésta, se hace
habitualmente por el método de maxima verosimilitud.

La literatura estd repleta de referencias a este método, su aplicacion es muchas veces
inmediata. La estimacion del parametro A de una distribucion de Poisson es, simplemente:

h=X(n)

Sin embargo, la caracterizacion no es siempre una tarea tan sencilla. Consideremos por
ejemplo el problema de la estimacion maximo verosimil de los parametros n y p de una distribucién
binomial de la que sélo contamos con una muestra aleatoria de tamano N.

La teoria [6] nos dice que las estimaciones de ambos parametros son aquellos valores que
maximizan la funcion:

M
9(np) = kz;lfk Ln(n-k +1) |+ [NnLn(1 -p)]+ |:N i(N)Ln(ﬁH

siendo M = maX<j<ny Xjy fk (k = 0,1,...M) el numero de observaciones de la muestra que son menores o
iguales que k y sometido a la restriccion de que t € {M, M+1, M+2,.....} lo cual dificulta enormemente el célculo
de gn,p)-

Sin embargo un procedimiento para aproximar los valores de n y p puede consistir,
simplemente, en elegir aquellos valores que minimicen (0 maximicen) un determinado criterio. Por

ejemplo, elegir los valores n,p que hagan minima la discrepancia entre las frecuencias absolutas de la
muestra y las que cabria esperar bajo la combinacién de parametros elegida, es decir:

Ao : n, E n,
A,Pp=min g DM =|Ni - NP

ne{M,M+1,..}
con :
NiE = Las frecuencias absolutas para i € {0,1,2,..M} en la muestra,
Ni™P = Las frecuencias absolutas deducidas de la binomial de parametros n,p es decir:
j=i
n _
NP - Z(.Jp"(l—p)1 X
j-o\J
En principio pareceria ldgico aprovechar las ventajas de Excel y elegir un criterio del tipo:
M (NF - N!"")2
A,p=min opy DMP= Z%

ne{M,M+1,..} i NP

es decir elegir el par n,p que minimice la discrepancia en el sentido de la prueba ¥? sin embargo, el
hecho de que Excel devuelva #NA s cuando algin Ni"P es nulo hace complicada la ejecucion de este
criterio.

El fichero Binomial.xls contiene una segunda hoja en la que se ha implementado el
procedimiento de estimacion anterior. La hoja contiene una tabla en la en las filas se ha discretizado
el dominio de p en intervalos de longitud 0,025 y las columnas corresponden a los primeros valores
de la secuencia {M, M+1, M+2,.....} siendo M = max<j<ny Xj-

En cada celda, correspondiente al valor de la discrepancia para el valor candidato de p (filas)
y el valor candidato de n (columnas), se calcula la discrepancia:

D?,p _ | Nf _ N:""|

Proyecto e-Math 19
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utilizando la férmula matricial siguiente:
MAX(ABS(DISTR.BINOM(Sec;n;p;0)-FRECUENCIA(D;M)/CONTAR(D)))

habiéndose definido previamente los nombres:

D
M
Sec

= INDIRECTO(Datos a ajustar)
= FILA(INDIRECTO("A1:A"&MAX(D)+1))-1
= FILA(INDIRECTO("A1:A"&FILAS(M)+1))-1

’ 110% de la minima
discrepancia

Variables aleatorias discretas

Valores candidatos
de n (n =20)

| 16 17

18 19 |

20 |

21 22 23

24 25 26

1,000
0,667
0,440
0,287
0,185
0,118
0,092
0,121
0,139
0,150
0,157
0,161

1,000
0,650
0,418
0,266
0,167
0,103
0,104
0,129
0,144
0,154
0,159
0,162
0,164
0,165
0,166
0,166

Valores candidatos
de p (p=0,300)

1,000
0,634
0,397
0,246
0,150
0,090
0,113
0,135
0,149
0,156
0,161
0,164
0,165
0,166
0,166
0,166

1,000
0,618
0,377
0,227
0,135
0,088
0,121
0,141
0,152
0,159
0,162
0,164
0,166
0,166
0,166
0,167 0,167

1,000
0,603
0,358
0,210
0,122
0,097
0,128
0,145
0,155
0,161

1,000
0,588
0,341
0,195
0,109
0,106
0,134
0,149
0,157
0,162
0,164
0,165
0,166

1,000
0,573

1,000
0,559
0,307
0,166
0,089
0,120
0,143
0,155
0,161
0,164
0,165
0,166
0,166
0,167
0,167
0,167

1,000
0,545
0,292
0,154
0,087
0,126
0,146
0,157
0,162
0,164
0,166
0,166
0,166
0,167
0,167
0,167

1,000
0,531
0,277
0,142
0,095
0,131
0,149
0,159
0,163
0,165
0,166
0,166
0,167
0,167
0,167
0,167

1,000
0,518
0,264
0,132
0,102
0,136
0,152
0,160
0,164
0,165
0,166
0,166
0,167
0,167
0,167
0,167

p=0,300y n

Discrepancia calculada para

=20

Mediante formato condicional se indican los pares de valores n,p que son menores al 110%
de la minima discrepancia encontrada, en este caso (la figura muestra sélo una parte de la hoja) los
valores candidatos serian {(n=16;p=0,15) ; (18<n<=20;p=0,125) ; (22<n<=25;p=0,100); ..... 3.

Pares candidatos

0,101 16 17

18 19 20

21 22 23

24

0,000
0,025
0,050
0,075
0,100
0,125
0,15(]
0,175
0,200
0,225
0,250
0,275
0,300
0,325
0,350
0,375

1,000 1,000
0,667 0,650
0,440 0,418
0,287 0,266
0,185 0,167
0,118 0,103
0,092 10,104
0,121 0,129
0,139 0,144
0,150 0,154
0,157 0,159
0,161 0,162
0,163 0,164
0,165 0,165
0,166 0,166
0,166 0,166

Proyecto e-Math

1,000 1,000 1,000
0,634 0,618 0,603
0,397 0,377 0,358
0,246 0,227 0,210
0,150 0,135 0,122

[0,090 0,088 0,097]

0,113 0,121 0,128
0,135 0,141 0,145
0,149 0,152 0,155
0,156 0,159 0,161
0,161 0,162 0,163
0,164 0,164 0,165
0,165 0,166 0,166
0,166 0,166 0,166
0,166 0,166 0,166
0,166 0,167 0,167

1,000
0,588
0,341
0,195
0,109

1,000
0,573
0,324
0,180

1,000
0,559
0,307
0,166

. . 07 e
1,000 Discrepancia<110% minima

0,545
0,292
0,1

0,106
0,134
0,149
0,157
0,162
0,164
0,165
0,166
0,166
0,167
0,167

0,114
0,139
0,152
0,159
0,163
0,165
0,166
0,166
0,166
0,167
0,167

0,120
0,143
0,155
0,161
0,164
0,165
0,166
0,166
0,167
0,167
0,167

0,126
0,146
0,157
0,162
0,164
0,166
0,166
0,166
0,167
0,167
0,167

0,131
0,149
0,159
0,163
0,165
0,166
0,166
0,167
0,167
0,167
0,167 0,167
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